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Description de I'enseignement de Traitement du Signal - Année 2014-2015

Présentation L'Elément Constitutif (EC) "Traitement du signal 1 (TS1)" fait partie de 1'Unité d"En-
seignement (UE) "Génie Electrique 6" de la 3¢me année du département Génie des Systémes Indus-
triels (GSI). L'enseignement est dispensé en 3eme année au cours du deuxiéme semestre, et concerne
la partie "Signaux Déterministes". IElément Constitutif (EC) "Traitement du signal 2 (TS2)" fait partie
de 'Unité d’Enseignement (UE) "Génie Electrique 8" de la 4éme année du département Génie des Sys-
temes Industriels (GSI). L'enseignement est dispensé en 4eme année au cours du premier semestre, et
concerne la partie "Signaux Aléatoires". Les enseignements sont dispensés par :

— Serge DOS SANTOS (SDS) - (Responsable de I'EC), Maitre de Conférences (HDR) a I'INSA
Centre Val de Loire, Membre du bureau exécutif de I’Académie Internationale de Contréle Non
Destructif, Chercheur au sein de 'U390 Inserm "Imagerie et Cerveau", Bureau D04, Email : ,
serge.dossantos@insa-cvl.fr

— Vincent Jaouen (V]) - Doctorant a I'Inserm, Email : vjaouen@gmail.com

— Martin Lints (ML) : Doctorant a I'Inserm et a 1’'Université de Tallinn ; martin.lints@insa-cvl.fr

Contenu de I'enseignement Compte tenu du faible nombre d’heures consacré a cet enseigne-
ment, seule une introduction au Traitement du Signal Déterministe (TS1) et Aléatoire (TS2) sera pro-
posée.
L'enseignement TS1 comprend
— 8 heures de cours "signaux déterministes" (SDS)
— 10 heures de TD "signaux déterministes" (Exercises could be given in English) dont 4 sous Mat-
lab (SDS, V], ML)
— 4 heures de TP (salle DO1)(Practical projects could be given in English) "Mesures temporelles et
spectrales des signaux" (SDS, V]J)

Modalité d’évaluation (TS1 et TS2)

& Compte-rendus des TD : ramassés a la fin de la séance. Les groupes seront constitués d’au plus
3 éleves. Sur les 5 TD, 1 sera noté, affecté d"un coefficient 0.20 pour le calcul de la note finale de
I’EP.

O Compte-rendus du TP : ramassés a la fin de la séance, notés et affectés d"un coefficient 0.20 pour
le calcul de la note finale de 1'EP.

& L'examen final (2 heures) : affecté d’un coefficient 0.60 pour le calcul de la note finale de I’EP.
Les documents autorisés seront : Feuille A4 recto verso avec notes personnelles, formules et
résultats (photocopies formellement interdites). Traditionnellement, environ 70% du sujet est
constitué d’exercices déja proposés (TD, TP, annales), et 30% d’exercices jamais traités (regle du
"70-30").

Avertissements La plupart des parties de ce polycopié est difficilement compréhensibles sans le
complément donné en cours magistral

Remerciements Quelques parties de ce polycopié s'inspirent des cours de J.L. Vaterkowski (ENSMM),
Michel Remoissenet (Université de Bourgogne), et des ouvrages cités en référence.

3 Serge Dos Santos



INSA CVL 3A et 4A Cours de Traitement du Signal Année 2014-2015

Signal processing -Course Description - Year 2014-2015
(part of the lecture could be given in English)

Presentation The objective of the courses in signal processing is to provide the student with signi-
ficant skills in general as well as advanced theories and methods for modification, analysis, detection
and classification of analog signals.

The teaching in signal processing is strongly related to a broad range of engineering applications
where signal processing systems constitute as a part of the total solution. Since signals can have their
origins in electrical, mechanical, biological, optical or acoustical systems, the educational program in
signal processing typically gives the student experience in theories and methods for handling signals
with a wide variety of distribution in time and frequency. The objective of this course is that the stu-
dents will achieve deep knowledge in modeling different multi media signals using methods based
upon signal theory. These lectures are given by :

— Serge DOS SANTOS (SDS) - Associate Professor (responsible of the course), Room C16, Email :

serge.dossantos@insa-cvl.fr

Course plan The course starts the second semester in week 7, and will finish with the final exam.
Courses are
— Lectures (8 hours) "Deterministic Signals" (SDS)
— Exercises (Exercices could be given in English) (10 hours) "Deterministic Signals" where 4 are
with Matlab (SDS)
— Practical Projects (Practical projects could be given in English)(4 hours) (room DO01) "Time and
Frequency Analysis of signals" (SDS)

Examination The examination is assessed as an written exam ( 2 hours). In order to get a satisfac-
tory course, each part is weighted as follows :

& theoretical exercises : 0.20

O Practical projects 0.20

& final exam (2 hours) 0.60
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Offre d’emploi ( http://tbe.taleo.net le 3 janvier 2011)

< cecverms

Hame » G sers * earnh Resuts
Career Dpporiunibes

Stage Analyse de données sismigues 4D Terrestre H/F
Location: France - Massy

Description

CGGYeritas (s the world's leading mternational pure-play geophysical company delivering a
wide range of technologles, services and eguipment to its broad base of customers
throughout the global ofl and gas Industry, With Increasing opemational capabllities as a
result of its new technofogy and innowvative methods.

Stage "Analyse de données sismigues 4D Terrestre”

Stage rémunérd de 4 3 & mods, situg & Massy

108 SUMMARY

Dans le cadre de la sisméque 40, CGGEYVeritas développe une nouvelis méthode de
surveiflance des réservoirs/stockages souterrains, La technique est basée sur l'utiisation
d'un réseau permanent de mini sources sismigues et de capgteurs enterréds. En se placant
sous la zone altérée de proche surface, on abtient une excellente précision dans Facqulsition
sismilque terrestre répétée (40). Des donndes 30 on 88 acquises en continue pendant une
peériode de 3 mols sur un site en production au Canada. Le traltemant de ces donndes a
fournit des résultats en accord avec le scénario dinjection/production &2 nous a permis de
construire = be film = des varations de certains attributs physigues qui caractdrisent le
réservair (temps de trajets, amplitudes des andes).

KEY J08 RESPONSIBILITIES

Durant son stage, 'Studiant(e) testera la sensindité des différents paramétres du traitement
40 appligué :

= Influsnce des parametres de la fonction de cross-corrélation 40 (fendtres en temps,
diamétre de |lssage, résultats par source, influence de la bande de fréguence, etc)

= Amélinration du rapport Signal sur Brult par application d'une nouvelle méthode =
antibruit de pompes = aux donndes brutes enregistrées sur le terrain.,

« Application de fa séquence de traltement 4D & ces données dé-brultées et
comparaison des résultats.

Les traitements seront réalisés en utilisant Matlab et notre bibliothégque = maison = de
routines de calcul. L'8tudiant{e} sera encadré{e) par I'Squipe 40-Land en interaction avec
I'Equiipe READ.

108 BEQUIREMENTS

Nous recherchans un étudiant en master 2, d'une écale d'ingdnieur avec de bonnes
connalssances en Géophyslque, en traitement du slgral. La connaissance de Matlab seraft la
bienvenus.

Our focus on performance and passion for innovation are powered
by people and delivered with integrity
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22110712 Srage: Ingénierie traitement du signal

Stage: Ingénierie traitement du signal - 1213343

Stage - Plein temps

Familie professionnelle 04 - R3D : Ingénierie Systémes & Eludes Générales
Localisation principale FR-Centre/Poitou-Charente-Oréans

Organisation Thales France

Date d'affichage 18 oct. 2012
Date de fin de publication Non spécifiée

Présent dans 50 pays et employant 68 000 collaboratewrs, Thales st leader mondial des Systémes d'information critiques sur les
marcheés de I'Aéronautique et de I'Espace, de la Défense et de la Secunte.

Au sein de la Division Opérations Adrennes, la Business Lina Surface Radar [SRA) congoit, développe et fournit une gamme
de produits radars de surface qui est la plus compléte du marche. Elle répond aux besocins de surveilllance du ciel et de zones
sensibles, tant dans les domaines civils {mdars civils) gue milifaires (surveillance ctiére, champ de bataille et contrebatteries...}.
La conception et la fabrication de ces radars sont réalisées au sein de nos quatre centres d'excellence ; trois en France pour les
applications temrestres et civiles, un au Pays Bas pour les aclivités navales.

SRA recherche unie} :

Stage: Ingénierie traitement du signal - H/F
Poste basé & Fleury-Orléans {45)

Vous rejoignez le Service Soutien et Support client et plus particuliérement |'équipe chargée de l'ingénierie systeme. Vous serez
rattaché au responsable de cette équipe.

Deux stages possibles:

Premiére mission :

Prototypage de la fonction BUS pour réalizer la liaison de données entre les informations des émetteurs icepleurs radar et des
interfaces hommes-machines. I s'agit de tester des nouvelles fonctionnalités sur un radar fonctionnalités sur un radar en utiisant
les logiciels MATLAB.

Deuxieme mission:
Prototypage d'un réception d'ondes radar 60 MHz fréquence intermédiaire) & partir d'un banc de réception radar, en utilizant le
logiciel LABVIEW.

Chaque stage fera I'objet d'une démonsiration de faisabilité de concept et de la production d'une maguette de faisabilité.
Vous &tes en dernidére année d'acole d'ingénieur avec une spaécialisation en traitement du signal ou en hyperfréquence.

Vious connaissez fes langages LABVIEW ou MATLAB.
Vious maitrsez les outils informatiques.
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Premiere partie

Introduction a la Théorie du Signal
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CHAPITRE 1

Quelques définitions

1.1 Définitions de base

Un signal est la représentation physique de 1'information qu'’il transporte de sa source a
son destinataire. Il sert de vecteur a une information. Il constitue la manifestation physique
d’une grandeur mesurable (courant, tension, force, température, pression, etc.). Les signaux
sont des grandeurs électriques variant en fonction du temps x(t) obtenues a ’aide de cap-
teurs. Mais le traitement du signal s’applique a tous les signaux physiques (onde acoustique,
signal optique, signal magnétique, signal radioélectrique, etc.). Le traitement d'images peut
étre considéré comme une extension du traitement du signal aux signaux bidimensionnels
(images).

Le bruit est défini comme tout phénomeéne perturbateur génant la perception ou l'inter-
prétation d'un signal, par analogie avec les nuisances acoustiques (interférence, bruit de fond,
etc.). La différentiation entre le signal et le bruit est artificielle et dépend de 'intérét de 1'uti-
lisateur : les ondes électromagnétiques d’origine galactique sont du bruit pour un ingénieur
des télécommunications par satellites et un signal pour les radioastronomes.

La théorie du signal a pour objectif fondamental la "description mathématique" des si-
gnaux. Cette représentation commode du signal permet de mettre en évidence ses princi-
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pales caractéristiques (distribution fréquentielle, énergie, etc.) et d’analyser les modifications
subies lors de la transmission ou du traitement de ces signaux.

Le traitement du signal est la discipline technique qui, s’appuyant sur les ressources de
I’électronique, de l'informatique et de la physique appliquée, a pour objet I’élaboration ou
l'interprétation des signaux. Son champ d’application se situe donc dans tous les domaines
concernés par la perception, la transmission ou I’exploitation des informations véhiculées par
ces signaux.

Le traitement de I'information fournit un ensemble de concepts permettant d’évaluer les
performances des systéemes de transfert d’informations, en particulier lorsque le signal por-
teur de message est "bruité". Cela inclut les méthodes de "codage de l'information" dans le but
de la réduction de redondance, de la correction des erreurs, de la confidentialité (cryptage).

L’ensemble des concepts et méthodes développés dans le traitement de l'information et
du signal forme la théorie de la communication.

Les fonctions du traitement du signal peuvent se diviser en deux catégories : 1’élaboration
des signaux (incorporation des informations) et l'interprétation des signaux (extraction des
informations). Les principales fonctions intégrées dans ces deux parties sont les suivantes :

— Elaboration des signaux

— synthese

— création de signaux de forme appropriée en procédant par exemple a une combinai-
son de signaux élémentaires

— modulation, changement de fréquence : moyen permettant d’adapter un signal aux
caractéristiques fréquentielles d’une voie de transmission

— codage : traduction en code binaire (quantification), etc.

— Interprétation des signaux

— filtrage : élimination de certaines composantes indésirables

— détection : extraction du signal d’un bruit de fond ( corrélation)

— identification : classement d’un signal dans des catégories préalablement définies

— analyse : isolement des composantes essentielles ou utiles d"un signal de forme com-
plexe (transformée de Fourier)

— mesure : estimation d"une grandeur caractéristique d’un signal avec un certain degré
de confiance (valeur moyenne, etc.)

1.2 Classification des signaux

Pour faciliter I'étude des signaux, différents modes de classification peuvent étre envisa-
gés:
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— représentation temporelle des signaux

— représentation spectrale pour laquelle le signal est classé par le domaine de variation
de la fréquence moyenne A :

- Af <250 KHz : signaux basses fréquences (BF)

- 250 KHz < Af < 30 MHz : signaux hautes fréquences (HF)

- 30 MHz < Af <300 MHz : signaux tres hautes fréquences (VHF)

— 300 MHz < Af <3 GHz : signaux ultra hautes fréquences (UHF)

— Af >3 GHz: signaux super hautes fréquences (SHF)

Lorsque la fréquence du signal devient tres grande, pratiquement supérieure a quelques

térahertz (1 THz=10'? Hz), la longueur d’onde A est le parametre de référence (A = c/F

avec ¢ : vitesse de la lumiere 300000 Km/s) :

— 700 nm < A <0, 1 mm signal lumineux infrarouge

— 400 nm < A <700 nm signal lumineux visible

— 10 nm <A <400 nm signal lumineux ultraviolet

— les signaux certains (ou déterministes) dont I’évolution en fonction du temps peut
étre parfaitement décrite par un modele mathématique. Ces signaux proviennent de
phénomenes pour lesquels on connait les lois physiques correspondantes et les condi-
tions initiales, permettant ainsi de prévoir le résultat. Les signaux non périodiques se
composent d'une part des signaux pseudo-périodiques formés d’une somme de sinu-
soides de périodes différentes et d’autre part des signaux transitoires dont 1’existence
est limitée dans le temps. Ces signaux "certains" peuvent en principe étre reproduits
rigoureusement identiques a eux-mémes.

— les signaux aléatoires (ou probabilistes) dont le comportement temporel est imprévi-
sible et pour la description desquels il faut se contenter d’observations statistiques.

— caractéristique morphologique (signal continu ou discret). Le temps est un parametre
important de classification. Le traitement numérique des signaux conduit a faire la dis-
tinction entre les signaux dits a temps continus (signaux continus) et les signaux dits
a temps discrets (signaux discrets ou échantillonnés). Un autre parametre des signaux
traités est a prendre en compte, c’est 'amplitude qui peut aussi étre continue ou discréte
(quantifiée). Ainsi quatre formes de signaux, qui se retrouvent dans un systéme numé-
rique de contrdle d’un processus physique, peuvent étre distinguées (cf figure 1.2) :

— signal a amplitude et temps continus ( signal analogique) : s(t)

— signal a amplitude discrete et temps continu (signal quantifié) : S,(t). Ce signal cor-
respond a celui qui est fourni a la sortie d"un circuit convertisseur numérique analo-
gique pour la commande d’un actionneur

— signal a amplitude continue et temps discret (signal échantillonné) : s(nTe). Ce si-
gnal, obtenu a l'aide d’un circuit échantillonneur bloqueur, est transmis a un circuit
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signal analogique s(t)

signal quantifié s ,(t)

f

signal échantillonné s(nT.)

=,
el

4

signal numérique sq(nTE)

.

v 1\

FIGURE 1.1 — Les quatre types de signaux classés suivant leur morphologie (continu ou discret)

convertisseur analogique numérique pour obtenir un signal numérique utilisable par

un ordinateur

— signal a amplitude discréte et temps discret (signal logique ou numérique) : s, (nT;).

Ce dernier cas correspond en réalité a une suite de nombres codés en binaire. Ces

nombres, utilisés au sein d’un ordinateur, se transmettent sous la forme de plusieurs

signaux de type numérique 0 V (0 logique) ou 5 V (1 logique) se propageant en paral-

lele : 8 signaux pour un nombre codé sur 8 bits.

La numérisation d"un signal est 'opération qui consiste a faire passer un signal de la

représentation dans le domaine des temps et des amplitudes continus au domaine des

temps et des amplitudes discrets. Cette opération de numérisation d"un signal peut étre

décomposée en deux étapes principales : échantillonnage et quantification.
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La restitution (ou 1" interpolation) constitue le processus inverse qui intervient lors du
passage du signal numérique au signal analogique : commande d’un actionneur. Ces
trois étapes sont indissociables. En effet, le signal, étant le support physique d'une in-
formation, doit conserver au cours de ces modifications tout le contenu informatif ini-
tial. Cette condition, ajoutée a la notion de cofit limite d'un systéme, va étre a la base de
la numérisation des signaux et de I’étude du traitement numérique.

1.3 Interpretation des signaux

Traitement du signal : KESAKO ?

Elaboration
@ Canal de transmission

Sigaal déterministe Sf(gnél aléatoire

Interprétation

Destinataire

FIGURE 1.2 — Représentation des signaux en vue d'une interprétation physique (D’apres le support
de cours de Camille Charbonnier https://camillecharbonnier.files.wordpress.com/2013/02/slides.pdf)
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Signaux Déterministes

23






CHAPITRE 2

Théorie des distributions

2.1 Position du probléeme

Examinons quelques problématiques menant a la prise en considération de la notion de
distributions en Physique et en Traitement du Signal.

2.1.1 Probléme de la charge ponctuelle

Considérons une sphere centrée a 'origine et chargée positivement par une densité de
charge p(x,y,z) et de charge totale Q = [ [ [, p(x,y,z) dxdydz et de potentiel associé V =
I Jx p(xiryz) dxdydz ou r désigne la distance du point & un élément de charge pdT.

Probléme :

— le volume tend vers 0

— représenter p(x,y,z) si p(x,y,z) devient nulle

— la fonction densité p(x,y, z) n’est pas accessible a la mesure, seule I'intégrale (le poten-

tiel V) lest.

— trouver une représentation pour des fonctions nulles presque partout et d'intégrale non

nulle
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Solution :

— les distributions

— remplacer I'étude de la fonction f(x) (o(x,y,z) par exemple) par celle des familles d’in-
tégrales [ f(x)¢(x)dx pour un choix judicieux des fonctions ¢ appelées fonctions-tests,
jouant le role de "l'instrument de mesure".

2.1.2 Probléme de la charge d’un condensateur

Pour comprendre l'intérét de la théorie des distributions, 1'exemple le plus élémentaire
consiste a étudier en profondeur le probleme pratique de la charge (via une alimentation
(E, 7)) d'un condensateur réel (C, ") (Fig;2.1).

Y-

FIGURE 2.1 - Charge d’un condensateur réel de résistance de fuite v’ a partir d'une alimentation réelle
de résistance interne r.
L'équation différentielle vérifiée par la tension u(t) aux bornes de ce condensateur vérifie

du 1 E rC
E—i—;u—zou’f——l_i_r/r,, (21)

s’integre aisément et donne pour expression :

u(t) = (1 - e_t/T) pourt >0,

(2.2)
u(t) =0 sinon.
Le courant i.(t) aux bornes du condensateur possede une discontinuité en 0 et s’écrit
ic(t) = Ct = —1fr€r, <%e_f/T> =Le /T pourt >0, 2.3)

ic(t) =0 sinon.

Cette discontinuité n’empéche pas de calculer la charge totale (t) du condensateur donnée
par q(t) = [ joo i.(t')dt' qui se trouve étre une fonction tout-a-fait définie. Etudions a présent
quelques limites physiques :
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QO sir’ — oo (cas d'un condensateur parfait sans résistance de fuite). On a

io(t) = %e—t/rc

u(t) :E(l_,ﬁm> (2.4)

20
E=1
15H 1
— =0.1
—_— =0.2
10 — r=0.3 1
r=0.5
— 1=0.05
5 -
0 \ e —
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

FIGURE 2.2 — Lorsque r — 0, la constante de temps tend vers 0, et I'amplitude tend vers l'infini, mais
l'intégrale de la courbe vaut toujours EC

En régime permanent, la charge totale du condensateur est toujours

0= / " i (t)dt = CE. 2.5)

Que se passe-t-il lorsque 7 +— 0?
— l'amplitude de i (t) tends vers I'infini : apparition d’une étincelle
— la constante de temps tends vers 0
— La charge totale existe et vaut toujours Q = EC
Il est donc nécessaire de définir une fonction f(t) d’amplitude infinie et de largeur nulle
telle que [*_f(¥')dt' = CE.
& Sir' +— 0, examinons les limites de Eq.(2.1) : Si on suppose que ‘Zi—;‘ n’est pas infini, cette
équation se simplifie par /
r
u= r’+rE' (2.6)
qui se trouve étre le diviseur de tension. L’hypotheése ”é—”t‘ # oo nous empéche de consi-

dérer le cas ' +— 0 car dans ce cas la dérivée peut étre infinie.
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Sachant que les cas ' +— 0 et r — 0 sont des situations non marginales en électronique, la
volonté de prendre en considération ces cas nécessite
— une amélioration du modele pour rendre compte de la physique a l'instant t = 0 (mo-
délisation de I’étincelle)
— la définition de "fonctions" pouvant prendre des valeurs infinies pendant un temps nul
et possédant une intégrale finie : les distributions
Ainsi, de nombreuses situations physiques réelles font intervenir des phénomenes similaires,
liés a des changements d’état instantanés, dont ni la durée, ni 1'intensité ne peuvent étre
mesurées. C’est pour pouvoir appréhender correctement ces situations (ainsi que des distri-
butions ponctuelles de masse et/ou de charge électrostatique) que L. Schwartz a développé
la théorie des distributions, en complément des travaux antérieurs de Heaviside et de Dirac.

2.2 Les distributions

Définition : Une application T qui a toute fonction ¢ de D (espace des fonctions a support
borné) fait correspondre un nombre noté < T,¢ > est appelé distribution si elle vérifie les
propriétés suivantes :

— linéarité : < T,a11 +acppr >=a1 < T,¢p1 > +ar < T,¢p >

— continuité

Les distributions forment un espace vectoriel appelé D’.

Quelques distributions importantes
— distributions réguliéres (fonctions) : la distribution réguliere associée a f est définie par

<fo>= [ fR9()dx, @7)

ol ¢(x) est la fonction test.

— distributions singulieres : distribution de Dirac (ou masse de Dirac). La distribution de
Dirac est une distribution tres utilisée en Physique et en analyse des systemes. La défi-
nition est la suivante : L'application ¢ — ¢(a) qui a toute fonction ¢ fait correspondre
sa valeur au point a s’appelle masse de Dirac en a. On la note ,, ainsi < 6, ¢ >= ¢(a).
On abrege &y en 0 et ainsi < 6, ¢ >= ¢(0).

2.2.1 Propriétés essentielles des distributions

— opérateurs linéaires : < ATy + AT, ¢ >= A1 < T, ¢ > +Ay < T, ¢ >.
— égalité presque partout : < Ty, ¢ >=<Tp, ¢ >, V¢
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— translation d’une distribution : f(x) étant localement sommable, cherchons la distribu-
tion associée a f(x —a) :

< f(x —a) / flx —a)p(x)dx = +oof(x)cp(x +a)dx, (2.8)
d’ou
< T(x—a),p(x) >=<T(x),p(x+a) >. (2.9)
Exemple : Calcul de la translatée de 6(x)
<d(x—a),¢(x) >=<d(x),p(x+a) >=¢(a) =< b, ¢(x) > . (2.10)

— dilatation d’abscisse : sia # 0,

< flax), ¢ /fax dx:/::of(um()‘a w/mf ()

(2.11)
La valeur absolue est nécessaire pour conserver 'ordre des bornes d’intégration, d’ou
1
< T(a), ¢(x) >= 0 < T(u),qb(%) > (2.12)
Exemple : Calcul de d(ax)
1
< (S(IJX),(P(X) >= m < (S(X)/(P(x/a) | |‘P( ) = | | < 6(x), (P(x) > (2.13)
— dérivation d'une distribution : pour une distribution réguliére (fonction) :
—+o0
< @0 >= [ f@pdx = [f(x)9(x)] [ fx)g'0)dx = = [ fxg/(x)ex,
(2.14)
donc par définition, on peut généraliser la dérivée d’ordre n par
< TW(x),¢(x) >= (-1)" < T(x),$") (x) >, (2.15)
et de ce fait toute distribution est indéfiniment dérivable.
Exemple 1 : distribution de Dirac :
< 8/ (x),p(x) >= — < 3(x),¢/(x) >= —¢/(0). (2.16)

Exemple 2 : dérivation de la fonction échelon (encore appelée fonction d’Heaviside)
h(x) =1six > 0eth(x) = 0sinon.

<H(x),p(x) > = — <h(x),¢'(x) >= — /OHO ¢ (x)dx (2.17)
= —[pw)], " =00 =<swow > 1y
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On peut également déterminer la dérivée (au sens des distributions) d’une fonction
discontinue en a par

@] =0+ @) = fla)b(x —a) (2.19)

2.2.2 Convolution des distributions

La convolution est une opération tres importante et fondamentale en analyse des systemes
et traitement des signaux. Rappelons ses propriétés relatives aux distributions. Soient f et g
deux fonctions dont le produit de convolution (.*.) existe, ainsi

V< Frg > :(/Um Fdt = /¢ w/f (t—1)d (2.20)
- //f t—T¢UMT:/Afxgy¢x+wM@Jﬂm

en posant x = T, ety =t — 7. Donc

<frg P >=<f(x),<gy) ¢x+y) >>. (2.22)

Les conditions d’existence du produit de convolution n’a de sens que si l'un des supports
des deux fonctions f et g est borné. Les distributions a support bornée a gauche (appelée
distributions causales) forment un espace vectoriel dans lequel la convolution a toujours un
sens.

Les différentes propriétés de la convolution entre deux distributions sont :

— commutativité

— distributivité

— associativité si les produits de convolution ont un sens

Exemples :

— convolution par §(x) (en utilisant Eq.2.10) :

8(x)+T,9(x) > = < T(y),< 8(x)p(x +1) >, (2.23)
= <Ty),¢ply) >= =5x)*«T=T. (2.24)

La distribution de Dirac est 1’élément neutre pour la convolution.
— Convolution par é(x —a) :

<b(x—a)xT,p(x) > = <T(y),<dé(x—a),dp(x+y)>>, (2.25)
= <T(y),p(y+a) >=<T(x—a),p(x) >, (2.26)
=d0(x—a)xT(x) =T(x—a), (2.27)

et la translation est équivalente a une convolution par §(x — a).
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f(t)
g(t)

1
ANENa\ @)
[ \J t
. aire négative ' aire positive
f(t) f(t) f(0)

g(T-H g(T-t) g(T-Y)

™0

(1)

(b)

FIGURE 2.3 — Représentation graphique du produit de convolution y(t) = [ f(t)g(T — t)dt

— Convolution par ¢’ (x)(en utilisant Eq.2.16)

<&X)*xT,p(x) > = <T(y),<dx),¢(x+y) > (2.28)
TP <T@ > 29)
= 6 (x)* T(x) = T'(x), (2.30)

et de méme (") (x) * T(x) = T (x).
Remarque importante : I'opération de convolution par §'(x) est équivalente a la déri-
vation de la distribution.

Remarque importante : dérivée d"une convolution T = R * S :

T = §(x)*RxS=(8(x)*R)*S=R"%*S (2.31)
= §(x)*RxS=(8(x)*S)*R=R=xS (2.32)
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On en déduit que pour dériver un produit de convolution, il suffit de dériver 1'un des termes.
D’ou son utilité en traitement du signal dans la mesure ot la dérivée de certaines fonctions
d’appareils ("fonctions tests") n’est pas forcément toujours bien connue.

2.3 Transformations de Laplace et Fourier des distributions

Les transformées de Laplace et Fourier sont des opérations fondamentales pour les ap-
plications des domaines du génie électrique, génie mécanique ou du génie des systemes. 11
s’agit de distributions définies sur une classe de fonctions tests tres spécifiques : les fonctions
exponentielles.

2.3.1 Transformations de Laplace
On définit la transformation de Laplace L[T|(p) d’une distribution T par
L[T](p) =< T,exp(—pt) > avect > 0. (2.33)

Dans le cas ou la distribution T est réguliere (s'il s’agit d"une fonction), la transformée de
Laplace s’exprime simplement a partir d"une formulation intégrale,

Flp) =< f(t),exp(—pt) >= [~ f(t)exp(~pr)dt. 2349

Quelques résultats :

- L[5] =< 6(t), exp(—pt) >= exp(—pt)|i=0 =1

= L] =< 8'(t), exp(—pt) >= — < 6(t),exp(—pt)’ >= pexp(—pt)l=0 = p
- £[o™) = pr

La TL trouve son intérét et son champs d’application en automatique.

2.3.2 Transformations de Fourier (TF) des distributions

Rappelons quelques résultats fondamentaux concernant la transformation de Fourier et
utiles en traitement des signaux.
Définition de la transformée de Fourier d’une distribution :

FlT|(v) =< F[T],¢ >=<T,F[p] >=<T, /_+Oo¢(t)e2i””tdt > (2.35)

Dans le cas d’une fonction, on a également :

FIfIv) =< FIfl.p >=< £, Flg) >=< £, [ o 2™ > (39
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mais

<Flflew) > = [ f® < / +°°4>(v)e2i”vfdv> dt (2.37)

— / +°°4>(1/) < / - f(t)eZi””tdt> dv, (2.38)

et par identification des termes, on retrouve la définition classique de la TF d’une fonction :

Ev) = FIfIW) = [ f(t)e-2mtar. (2.39)

Transformation Fourier inverse
La TF inverse, notée F ! est également définie et permet, a partir de la TF de reconstruire

la fonction f(t). Elle s’écrit :

f(t) = FF|(t) = / - F(v)e* ™ dy. (2.40)

— 00

Transformation de Fourier d’un produit de convolution

En reprenant le résultat fondamental concernant la convolution d"une distribution (Eq.2.21),
mais avec ¢(x + y) = e 2™ (V) on arrive au résultat fondamental (théoreme de Planche-
rel) :

Flf +gl(v) = FIf(v) Flgl(v) (2.41)

Transformation de Fourier d’un produit classique

On peut également montrer le résultat fondamental suivant :

FIf8lv) = FIflwv) = Fgl(v) (2.42)

Quelques TF importantes en Traitement du Signal

Transformation de Fourier d’un Dirac

—+o00

Vo < Flolo(t) > = <, Fgl(t) >= Flpl(0) =/ p(t)dt =<1,¢(t) > (243)

—0o0

= |F[s] =1 (2.44)
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Transformation de Fourier d’un Dirac translaté

Vo < Fist-alg> = <olt-a), Flglt) >= [ T p(Be gy (2.45)
= < ¥ > (2.46)
= | F[6(t —a)] = e 27 (2.47)
Transformation de Fourier de la fonction constante f(t) =1
Vo < Flilg> = <1Fgl0)>= [ ™ p(t)dt = ¢(0) (2.48)
= <), ¢v) > (2.49)
= |F[1] =[6(v)] (2.50)
Transformation de Fourier de la dérivée d’un Dirac (= a une dérivation)
d d
Vo < Fo'lp(v) > = —< 5(t)’E]:¢(t) >= — aquf)(t) (2.51)
t=0
T (2.52)
t=0
= /+oo<p(v)2i7wd1/ (2.53)
= [F[o'(t)] = 2imv (2.54)

Transformation de Fourier de la dérivée d’une distribution

Sachant que la dérivation consiste a convoluer par la distribution [¢’], en utilisant la rela-
tion (2.54) et en généralisant a la dérivée d’ordre 1, il vient :

F [‘;tf ] — Qimv)" FIf]| (2.55)

Transformation de Fourier de la primitive d"une distribution

De la méme maniere, on peut montrer que

FUf 1= Gy P+ €00 (2.56)

ou C est la constante d’intégration.
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Peigne de Dirac et formule sommatoire de Poisson
On définit le peigne de Dirac par la fonction "shah" (lettre de ’alphabet russe) :

n=-+o0

| L |(t) =) &(t—nT). (2.57)

T n=—co
Il s’agit d'une distribution infinie de Dirac de période T. La transformée de Fourier S(v) de la

relation (2.57) est appelée somme infinie d’exponentielles (souvent appelées exponentielles

éternelles) :
n=-4-00 .
Z e—21m/nT (2.58)

n—=—-—0o

On constate, par un changement de v en v 4 1/T, que I'équation (2.58) est invariante, i.e.

n=-o0o0 . n=+oo n=+o0
Z e—Zzn(v—i—l/T)n Z e—er((vnT —2imn _ Z e—21m/nT (2.59)

n=—oo n—=-—oo n—=-—oo

ce qui confere a S(v) la propriété de périodicité.
Effectuons a présent le calcul de

n=-+oo
S(V)eZim/T 67217[(1/71T ) p2imvT 6721711/ n—1)T S(l/), (2.60)
d’ou le résultat
S(v)(e*™T —1) = 0. (2.61)

Pour que cette relation soit vérifiée, il faut que S(v) soit nul, sauf pour v = %, ce qui implique

que S(v) est une combinaison linéaire de fonctions de Dirac; soit
k=400
Y. ab(v—k/T), (2.62)
k=—c0
Sachant que S(v) est périodique, S(v) = S(v+1/T), on a ay = a pour tout k, /ie
k=400
Sv)y=a ) 6(v—k/T), (2.63)

k=—0c0

ol a est le coefficient de proportionnalité a déterminer. En calculant par exemple :
< S(v), II(vT) >, (2.64)

ou IT(vT) est la fonction porte (ou fenétre!!!) centrée en v = 0 de largeur T. Seul le terme
correspondant a n = 0 sera non nul puisqu’il est le seul a étre compris dans la porte :
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< S(v),II(vT) >=<ad(v), II(vT) >=<6(v),all(vT) >=a (2.65)
De méme,
+1/2T n=fo0 +1/2T
< S(W), TI(WT) >= / Y ety / dt =1/T, (2.66)
—/2T e ~1/2T

puisque l'intégration se fait sur un nombre entier de périodes. On en déduit un résultat fon-
damental concernant la transformation de Fourier d"un peigne de Dirac :

F{ f 5(tnT)} 2 S(v—p/T) (2.67)

n=—oo

Transformée de Fourier d’une fonction périodique (formule sommatoire de Poisson)

Le résultat du calcul précédent permet de considérer les fonctions périodiques comme des
distributions (Fig.2.4) et ainsi de pouvoir en déterminer la transformée de Fourier.

oA AN T

‘ \/ \./ \./ \./ t 00 5(t—nT>

n=—oo

FIGURE 2.4 — Les fonctions périodiques considérées comme une distribution

En effet, toute fonction périodique f(f) peut s’écrire :

HOESAGEINNG! (2.68)

T

out fr(t) est une fonction égale a f(t) sur [0, T] et nulle ailleurs. La transformée de Fourier de
f () s’écrit alors

1 pacy teo g
F(v) = fr(v Z S(v—p/T) =) ]:fT (p/T)o(v —p/T), (2.69)
Tp=w e T
f(v)o(v—p/T) = f(p/T)o(v—p/T). (2.70)

Par transformation de Fourier inverse,
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Y ft-p) = Y% ffﬂ(p/T) T, 2.71)
p=—00 p——oo
et si nous faisons t = 0,
—+00 —+o0 1
Y. frpT) = Y =FU(p/T)], (2.72)
p=—co p=—co

Les fonctions périodiques considérées comme étant des distributions permet de définir
la convolution d"un produit de fonctions périodiques qui reste une fonction périodique (cf

Fig.2.5)
ool - ool o 1B
T e

distributions
fonctions associativité
? a supportl l

bornés

FIGURE 2.5 - Le produit de fonction périodique est une fonction périodique et sa transformée de Fourier
existe au sens des distributions

Propriétés de parité de la Transformée de Fourier (Symétries Hermitiques)

La transformée de Fourier posséde des propriétés de parité résumées dans le tableau
Tab.2.1
Formulaire de Transformées de Fourier usuelles

La plupart des fonctions nécessaires au traitement du signal et a la caractérisation des
systemes est représentée dans le tableau Tab.14.6
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Fonction x(t)

Transformée de Fourier X (v)

réelle

réelle paire
réelle impaire
imaginaire
imaginaire paire

imaginaire impaire réelle impaire

complexe (partie réelle paire et partie imaginaire impaire)

réelle paire
imaginaire impaire

complexe (partie réelle impaire, partie imaginaire paire)

imaginaire paire

TABLE 2.1 — Propriétés de parité de la Transformée de Fourier

Représentation tempore

lle

Représentation spectrale

Porte x(t) = AIL(t)

Sinusoide tronquée x(t) = A sin(27tvgt)I1(t)

Sinus cardinal x(t) = A

Triangle x(t) = Ao (t)

Exponentielle symétrique x(t) = Ae~/!!

Fonction d’Heaviside (échelon unité) H(t)

sin(7tvgT)
T

Fonction signe x(t) = sgn(t) = ‘_§|

Exponentielle décroissante x(t) = AH(t)e

Sinusoide amortie x(t) = AH(t) sin(27tvgt) exp —at

Gaussienne x(t) = A exp(—at?)

X(V) _ ATsin(m/T)

VT

A in(7t(v+vg)T in(t(v—1p)T

X() = It | R -
X(v) = 411 (v)

) 2
X(v) = Ac | )]

_ 2Aa

X(v) = miiem
X(v) = g+ J0(0)
X(v) = ]%
X(V) - uc+124j7wA

2ATTY,
X(U) - (uc+2j7rv)2+%27w0)2 ,
X(v) = A/ Zexp(— L)

TABLE 2.2 — Transformées de Fourier de fonctions et distributions usuelles
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CHAPITRE 3

Les signaux certains ou
déterministes

3.1 Introduction

Un signal certain se représente souvent sous la forme d’une fonction du temps (ou de la
distance, s’il s’agit de ’optique) de support T = [a,b] oi1 a et b sont éventuellement infinis.
La donnée de cette fonction du temps décrit completement le signal. Mais il peut étre intéres-
sant de décrire le signal d"une autre maniere. La description temporelle (qui semble la plus
naturelle) possede un certain nombre d’avantages mais rend compte difficilement de la na-
ture physique des processus. Ainsi, la description des systemes par la notion de fonction de
transfert engendre une représentation des signaux qui, historiquement, permet de caractéri-
ser ceux-ci a I'aide d’une autre approche : I'approche fréquentielle ou analyse fréquentielle.
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3.2 Définitions-Exemples

Un signal, noté dans certains ouvrages |x(t)), |x) ou tout simplement x, est considéré
comme un élément d'un ensemble S appelé ensemble de signaux. Chaque ensemble de si-
gnaux sera défini (comme tout ensemble ) par une propriété caractéristique de ces éléments.

Exemples On définit par

— S; ensemble des signaux sinusoidaux de fréquence v :
Se = {[x(1));x(t) = R(pe*270), 1 €] — oo, oo, p € R .

— L2(T) ensemble des signaux de carré sommable (signaux d’énergie finie) sur T :

(1) = {|x<t>>; [ Ixtypar < oo} (3.1)

— [% ensemble des signaux de puissance moyenne finie sur T :

. +6
L3 = {\x(t));hmgﬁoo 55 [ g X (H)x(t)dt < o
Tout ces ensembles permettant la classification des signaux jouent un role tres important en
analyse et traitement du signal.

3.3 Espace de Hilbert des signaux

Les signaux définissent un espace vectoriel (EV) sur le corps des complexes C, munit de
I’addition et de la multiplication. La structure d’EV entraine I’existence d’une dimension et
de bases. Le choix de la base est donc fondamental et doit rendre compte de la Physique, des
hypotheses et des propriétés des systemes.

3.4 Bases continues

Tout signal |x(t)) peut se décomposer sur une base de fonctions |u;(t)), avec |x(t)) =
Y a;u;(t)). Dans le cas de signaux continus, on peut montrer que x(t) = [ x(s)u(s)ds ot
x(s) est la représentation s de x(f).

Les bases continues orthonormées sont définies par
<u(s)|u(s") >=6(s —s') (3.2)

Exemples
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Représentation temporelle Considérons des signaux s’exprimant sur la base {

u(8)) =
O(t —6)} ou 0 est le parametre continu. On montre que 'on a une base orthonormée (Exer-
cice).

Résultat important : la fonction du temps représentant un signal est une représentation
continue de ce signal dans la base des Dirac translatés.

Représentation spectrale Considérons les signaux s’exprimant sur la base {|u(v)) =
e~27H)}. On peut montrer que la base est orthonormée, car

<u)u@') >= /]ReZi”(V_Vl)tdt = /]Rwu(v’)dt =5(v—1), (3.3)

et que X(v) la transformée de Fourier de x(t) est la représentation fréquentielle de x(t), car

X(v) =< u(v)x(t) >= /]Rx(t)ezm"tdt. (3.4)

3.5 Egalité de Parseval-Plancherel

Calculons le produit scalaire < x(t)x(t) > d’un signal |x(t)) qui représente son énergie
(ctEq.3.1):

<x(Hx(t) > = //]Ra*(sl)a(sz) < u(sy)u(sy) > dsidsy (3.5)
=[] @ n)ats2)és1 — s2)dsads, (6)
= /]R|a(s)|2ds (3.7)
= [ Ix(oar (38)
R

Ce résultat fondamental en traitement du signal montre que l'énergie d"un signal s’obtient
dans le domaine temporel par (Eq. 3.8) ou dans une représentation quelconque qui peut étre
la représentation spectrale (Eq. 3.7).

Les deux représentations précédentes (temporelle et spectrale) des signaux sont les plus
couramment utilisées. Elles résultent des propriétés des systemes dans lesquels ces signaux
sont élaborés mais aussi des hypotheses d’étude.
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CHAPITRE 4

Propriétés énergétiques et
spectrales des signaux

4.1 Définition des grandeurs énergétiques

4.1.1 Energie et puissance physique

Considérons le circuit constitué d’une résistance R parcourue par un courant I(t). L'éner-

gie dissipée au cours de la durée T est

_ 2 _
Er = /TRI ()dt = /TP(t)dt, 4.1)

ot P(t) est la puissance dissipée par effet Joule a I'instant ¢. Avec la notation précédente, I(t)
représente le signal, et de ce fait la grandeur [ I>(t)dt est une grandeur proportionnelle a
'énergie.

Dans la réalité, un signal x(t) peut avoir nimporte quelle dimension (unité); on posera
de ce fait par convention et sans se soucier de leur dimension réelle et de leur unités :

— Energie : [ x(t).x(t)dt

— Puissance : x(f).x(t)
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4.1.2 Définition des différentes puissances d’un signal

Dans le cas général, un signal peut étre considéré complexe (appartenant a C). On définit
alors la puissance instantanée du signal par

P(t) = x(t).x*(t) (4.2)

et la puissance moyenne centrée en t; sur une durée T par

t0+T/2 d
Plty, T / “(D)dt 43
(to =T ) 1p (£) (4.3)
et la puissance moyenne par
T/2
= 1li t dt|. 4.4
Tgxgo T / T/2 x()- 4

4.1.3 Définition des différentes énergies d’un signal

L’énergie dans un intervalle de temps AT autour d"un instant f( est définie par

to+AT/2

E(to, At) = /t oy PO (4.5)

alors que l'énergie totale considere le signal sur tout son domaine d’existence, i.e.

£— /_ b)) (4.6)

4.1.4 Définition des différentes énergies d’interaction entre deux signaux

Par analogie, on peut définir les énergies et puissances croisées entre deux signaux x(t) et
y(t). Ces quantités rendent compte d'une l'interaction liée & une dépendance physique des
signaux entre eux. On définit alors les puissances d’interaction par

Pry(t) = x(t).y"(t) | 4.7)
Pyx(t) = y(£).x"(t) | (4.8)

les énergies d’interaction par
Exy = / Pry(£)dt = / x().* (D)dt), 4.9)
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@x:/iwﬁﬁh:/y@xﬂﬂﬂ. (4.10)
Pour les signaux non limités dans le temps, on parlera de puissance moyenne d’interaction
T/2
= — 11m *(t)dt, (4.11)
T—o0 T/Z

s’il s’agit de signaux a puissance moyenne finie.

4.2 Spectres des signaux

4,21 La Transformée de Fourier (TF)
Pourquoi la Transformée de Fourier?

Nous avons vu dans le chapitre précédent qu'un signal peut se décomposer selon un
treés grand nombre de bases, orthogonales ou non. De la méme maniéere qu’'un vecteur peut se
décomposer suivant les différentes bases associées aux coordonnées cartésiennes, sphériques,
cylindriques, etc. Concernant les signaux, 1'une d’entre elles est la décomposition en fonctions
sinusoidales, ou harmoniques. Pourquoi cette décomposition est-elle si importante ?

La réponse est la suivante : on a choisi une décomposition en éléments sinusoidaux (|e™* >)
parce que ces éléments sont les fonctions propres des filtres linéaires :

L|eH™ >= A|e2 >, (4.12)

c’est-a-dire qu'une telle fonction n’est pas déformée (spectralement) par le passage dans un
filtre. Les filtres linéaires préservent ainsi le contenu spectral d"un signal : les fréquences en
entrée se retrouvent également en sortie.

La transformation de Fourier, en tant qu’opération mathématique possede également une
réalité physique dans I’analyse du signal. Cette réalité est plus intuitivement abordable dans
certains domaines de la Physique comme la théorie de la diffraction en optique (de Fourier)
ou l'interprétation de la diffraction des rayons X par les cristaux (cristallographie). La TF est
donc physiquement accessible et possede ainsi une réalité physique.

Les fréquences négatives

La TF fait intervenir non seulement les fréquences v positives mais également les fré-
quences négatives. Les fréquences négatives ne sont pas toujours (sauf en optique) accessibles
a la mesure. Par exemple, les analyseurs de spectre ne donnent les grandeurs que pour les
fréquences positives. Il y a donc une contradiction qui n’est qu’apparente. En effet, lorsqu’un
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systeme calcule la transformée de Fourier d'une fonction physique, il opére sur une fonc-
tion réelle (les seules accessibles directement a la mesure) donc sans composante imaginaire.
On peut donc, du fait de la symétrie hermitique de la TF calculée (ou mesurée), accéder par
symétrie au prolongement de cette TF pour les fréquences négatives.

4.2.2 Classification fréquentielle et temporelle des signaux

Nous avons jusqu’a présent classé les signaux par rapport a leurs propriétés énergétiques.
mais il existe également des "classements” ou plutdt "dénominations” selon leur répartitions
temporelles ou selon leur spectre : les deux classifications étant proches 1'une de l'autre.

Classification temporelle

— durée limitée : support [a, ]

— durée illimitée
— a énergie finie
— a puissance moyenne finie : périodique ou non périodique
— causaux: f(t) =0sit <0

Classification fréquentielle

Compte tenu de la symétrie hermitienne de la TF (du moins lorsque f(t) est réelle), beau-
coup de spectres auront une allure relativement symétrique (du moins en module), nous
verrons presque toujours apparaitre les fréquences négatives. Le spectre sera alors en général
défini par sa largeur de bande.

La largeur de bande B d’un signal est le domaine spectral des fréquences (positives ou
négatives) occupées par son spectre. Elle est définie par la relation

B=fo—fi, (4.13)

avec 0 < f1 < fp ou f1 et f, sont des fréquences caractéristiques dénotant respectivement les
limites inférieures et supérieures prises en compte. Les limites sont, en général, définies a -3
dB du maximum (Voir Fig.4.1) Une autre catégorie de signaux occupe une position particu-
liere bien qu’ils n’aient aucune existence physique. Ce sont les signaux analytiques : equiva-
lents fréquentiels des signaux causaux : aucune fréquence négative. Ils sont utilisés dans les
d’algorithmes de démodulation numérique.
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passe-bas basse fréquence passe haut
passe bande haute fréquence passe bande haute fréquence
large bande bande étroite

FIGURE 4.1 — Quelques exemples de signaux caractérisés par la largeur de bande

Durée d’un signal et largeur de spectre

La question qui peut se poser facilement est la suivante : peut on avoir simultanément
un signal de durée limitée ayant également son énergie répartie sur une bande de fréquence.
Pour cela considérons la fonction porte définie en (2.64). Un calcul de la TF montre que

s(t) = TIp(t/T) > S(v) = % (4.14)

Si on appelle vy la fréquence telle que Yv |v| > vy, S(v) = 0, l'intervalle [—vyy, vpr] définit
la bande du signal. On dira aussi que le signal est de largeur v5;. On voit ainsi que le signal
porte (de largeur T) posseéde une bande spectrale infinie.

En généralisant, on peut montrer qu’'un signal ayant un spectre borné est nécessairement
d’une durée infinie.

Durée utile et largeur spectrale utile d’un signal : relation de Heisenberg

Ce résultat concerne les signaux a énergie finie. On définit la durée utile D, d"un signal
par la relation

D2 =40? =4 < t? >= 4% /]R £2|x(t)[2dt, (4.15)

qui s’interpréte comme 1’écart quadratique moyen du temps, et qui s’interpréte comme étant
le temps moyen d’un signal pour avoir l'essentiel de son information.
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De méme, on définit la largeur de bande utile B, d'un signal par la relation

B = ot =< 2 >= ¢ [ PIX(P)RAS, (4.16)

qui s’exprime comme 1’écart quadratique moyen de la fréquence .
Relation d’Heisenberg On peut montrer que le produit B,.D,, vérifie la relation d’incerti-
tude dite de Heisenberg (analogie avec la physique quantique!!!) :

f.0; (4.17)

> —.
— 4
Il en résulte que le produit "durée x largeur de bande" est borné inférieurement. On pourra
montrer (voir TD) qu’il est minimal dans le cas de I'impulsion gaussienne.

Exemple

Soit une horloge de fréquence proche de 1 MHz que I'on utilise pendant 1 seconde. On

1

ne pourra pas avoir une précision Af sur cette fréquence supérieure a Af = -, soit une

précision relative de 0.3 ppm.

4.2.3 Les signaux a énergie finie
Définitions des spectres d’amplitude et de phase

Comme nous "avons déja défini, un signal a énergie finie posséde la propriété suivante :
£ :/ Ix(#)2dt < co. (4.18)
T

En revanche, 1’énergie totale finie implique que ces signaux aient un comportement transi-
toire. Puisqu’ils sont a support borné, tous ces signaux posseédent une transformée de Fou-
rier :

¢
IX(V)I ©)

-

\Y

FIGURE 4.2 — Représentation temporelle (a), spectre d’amplitude (b) et de phase (c) d’un signal a
décroissance exponentielle

X(v) = TF[x(t)] = |X(v)[e®®), (4.19)
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ot | X(v)| est appelé spectre d’amplitude (exprimé en Volts/Hz si x est en Volts) et ¢(v) est le
spectre de phase en radian.

Exemple : considérons le signal a décroissance exponentielle (Fig.4.2) x(t) = exp(—at).
Ona

x(£) = exp(—at) = X(v) = ﬁ (4.20)
et
IX(v)| = (a® 4 27v)?) V2 ¢(v) = — arctan(27tv /a). (4.21)

Théoréme de Parseval Plancherel

Démontré dans le cas général au paragraphe 3.5, dans le cas des signaux a énergie finie, il
s’exprime par

£= /IR x(£)2dt = /]R X (v)2dv. (4.22)

Ce théoreme montre que 1’énergie d'un signal peut étre calculée soit dans la représentation

temporelle, soit dans la représentation fréquentielle. L'énergie d"un signal est répartie dans
le temps suivant la puissance instantanée |x(t)|> que ’'on peut appeler "densité temporelle

d’énergie" couramment appelée puissance du signal.
La relation de Plancherel-Parcheval suggere que cette énergie est répartie sur l'axe fré-
quentiel avec une densité spectrale d’énergie (DSE) donnée par

r(v) = X))~ (4.23)

A titre d’exercice, on peut montrer que cette DSE est invariante par translation temporelle.
Ceci montre l'intérét de 1'utilisation de la représentation spectrale des signaux.

Fonction d’autocorrélation

On définit la fonction d’autocorrélation par :

yax(T) = /]R ¥(B)x* (t — T)dt, (4.24)

et pour le cas particulier des signaux périodiques de période T, elle est définie que sur une
période de 2T par

2T
Tee(1) = 5 JAREICES G (4.25)

Cette fonction posséde également la symétrie hermitienne, i.e.
Yax(—T) = 752 (T) (4.26)
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Si x(t) est réel (signal temporel), la fonction d’autocorrélation est paire. Le module de la
fonction d’autocorrélation est bornée par 1’énergie du signal.

Intérét de la fonction d’autocorrélation : la corrélation introduit la notion de cohérence ,
c’est-a-dire le lien (ou vraissemblance) existant entre deux signaux. Ces notions sont fonda-
mentales en optique : les franges d’interférence sont données par la fonction d’autocorrélation
de la source lumineuse.

Fonction d’intercorrélation

De méme que l'autocorrélation est 1'étude de la cohérence d’un signal avec lui méme,
l'intercorrélation mesure la ressemblance entre deux signaux différents. Elle est définie par

7oy (1) = [ x(Oy (=), @27)

On peut montrer que
Yay(T) = 'Y;x(_7)~ (4.28)

4.2.4 Les signaux a puissance moyenne finie

Pour les signaux a puissance moyenne finie, on défini la densité spectrale de puissance
(DSP) par
X1 (v)[*/T, (4.29)

ot X7(v) est la transformée de Fourier du signal défini sur une période T. On préférera consi-
dérer la DSP pour ces signaux a puissance finie (mais énergie infinie) comme les signaux
périodiques, les signaux constants. Le spectre est donc un spectre de puissance.

4.2.5 Cas particulier des signaux périodiques

Bien qu’ils appartiennent a la classe des signaux a puissance moyenne finie, les signaux
périodiques constituent une sous-classe particulierement importante a cause de l'omnipré-
sence de ces signaux et qu’en outre exp(2jvt) est une fonction propre des filtres linéaires.

Un signal périodique peut étre reconstruit en partant d’un motif définit sur une période
et de translations successives d"une quantité T correspondant a la période du signal.

En utilisant la notion de convolution, on peut écrire (cf Eq. 2.68)

f&) = fr(t) = [ ]|®), (4.30)

T
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et par transformation de Fourier :

F(v) = PT(U).%Z(S(v—n/T) = ZPT](}/)é(v—n/T ZFT (n/T) S(v—mn/T). (4.31)

n n

Fr(v)
T

tiplicatif 1/7T, cette enveloppe ne dépendra que de la forme de la période principale du signal.

La fonction est appelée enveloppe spectrale du poids des raies. Hormis le facteur mul-

Dans le cas d"un signal périodique x(t), la densité spectrale de puissance s’écrit trés sou-
vent sous la forme

, (4.32)
ot X(v) estla TF de x(t).

Fonction sinusoidale

Considérons une fonction sinusoidale classique (Fig.4.3).

YO S0 ) S )
@) (b) | ©
2 Al2
A A4
VLV
0 V 0 f

VUV

FIGURE 4.3 — Propriétés temporelle (a) et spectrales : densité spectrale Sy (v) bilatérale (b) et S, (f)
unilatérale (c) de puissance

Dans ce cas trés simple, la densité spectrale de puissance unilatérale S,(f) est égale a la
puissance totale du signal périodique, a savoir A%/2
Suite d’impulsions rectangulaire

Considérons une suite d’impulsions rectangulaires (Fig.4.4). Dans ce cas, on a :

sin7tvt 1

s(t) = st(t) * |_|_|(t) = S(v) =

T

Y 6(v—n/T) (4.33)

T Tn
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URERIRTRTE—(l

T v U]

signal temporel spectre

FIGURE 4.4 — Propriétés temporelle et spectrale d"une suite d'impulsions rectangulaires

52 Serge Dos Santos



CHAPITRE 5

Echantillonnage

BERTRAND RICQUE-VANDERLANDE
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GUIDE D' ACHAT

Le mation control . s

LA QUALITE DU SIGMAL RESTITUE EN DEPEND

Oscilloscopes : attention
al'échantillonnage..., :

FIGURE 5.1 — Revue Mesures, Dec 2003

Les signaux primaires porteurs d’information sont pratiquement toujours de type analo-
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gique (amplitude et temps continus). Un systeme d’acquisition ou tout autre systeme numé-
rique traite des données, c’est-a-dire des suites de nombres. Il faut donc représenter le signal
par une suite de valeurs ponctuelles : c’est I’échantillonnage.

On parle d’échantillonneur régulier ou périodique lorsque les préléevements sont effectués
selon un rythme régulier. L'intervalle T, entre deux échantillons successifs est appelé pas
d’échantillonnage et F, = 1/T, fréquence d’échantillonnage.

X(t) x(K)

T l

FIGURE 5.2 — Signal réel et signal échantillonné

5.1 Représentation d’un signal échantillonné idéal

Le signal échantillonné x(k) tracé en Fig.5.2 est, dans la représentation des signaux, de
puissance et d’énergie nulle. On préférera la représentation utilisant les impulsions de Dirac.
Il est important de noter qu’il n'y a pas d’égalité entre le signal continu et le signal échan-
tillonné : il s’agit d’une représentation.

Le signal échantillonné s’écrit alors

= Zx(nTe)(S(t —nT,), (6.1)

et en utilisant le fait que
x(nTp)o(t —nT,) = x(t)é(t — nT,) (5.2)

on obtient alors la représentation temporelle du signal échantillonné

Zx 6(t —nT,) = x(t).| | |(¢). (5.3)

T

Le spectre du signal s’obtient en utilisant la relation (2.67), i.e.

Zx 6(t—nT,) = Xe(v) = X(v)*F Y _6(v—p/T.) =R ) _X(v—p/T.) (54)
P P
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5.2 Fréquence de Nyquist et critere de Shannon

Pour que le signal ait un intérét physique, il faut que le signal échantillonné ait un spectre
tres proche de celui du signal analogique de départ; et qu’a partir des échantillons, on puisse
le reconstituer. Or d’apres la figure Fig.5.3, on constate que la reconstitution du signal impose
une condition sur la fréquence d’échantillonnage F,. Le recouvrement des spectres "overlap-

X(V)
X(t)

/\K
X, (1) X(V)

HlinlihE

\ "

recouvrement de spectre

FIGURE 5.3 — Reconstitution de spectre avec recouvrement

ping ou repliement de spectre" conduit a une déformation du spectre. La condition pour
que ce recouvrement soit absent repose sur le fait que le signal doit posséder un spectre qui
s’étend de —F,, a F;, avec F, > 2F,,. A l'inverse, a F. donné, il faut que F,, < F, /2.

La fréquence F./2 est appelée fréquence de Nyquist et la condition d’échantillonnage est
appelée critére de Shannon. La réalisation de ce critere est indispensable si l’on veut garantir
un échantillonnage sans perte d’information

Exemple : fréquence d’échantillonnage d"un lecteur CD : 44 kHz > 2 fois la largeur du
spectre des signaux audio.

5.3 Interpolation de Lagrange et théoreme de Shannon

Plagons nous dans le cas ol1 la condition de Shannon est satisfaite (F, > 2F,,). On doit donc
pouvoir reconstruire le signal d’origine. La multiplication du spectre X(v) par une porte de
largeur F, et d’amplitude 1/F, permet de retrouver le spectre de départ, soit
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1 1
X(v) = Xe(v) g Ty, (v) = B )_X(v = p/To). £ 1, (v), (5.5)
e 4 e
et par TF inverse
sin 7tF,t
x(t) = ;x(nTe)(S(t —nT,) * Tg;, (5.6)
car . —
sin 7tF,
—II = . 5.7
3 1/5,(V) oy (5.7)
Ainsi le signal continu initial x(f) peut s’écrire sous la forme
sin 7tF, (t — nT,)
t) = T . 5.8
x( ) ;x(n 6) ﬂFg(t - nTe) ( )

On peut donc reconstituer le signal a partir de ses échantillons pourvu que la fréquence
d’échantillonnage soit supérieure ou égale a deux fois la plus haute fréquence contenue dans
le spectre : c’est I'interpolation de Lagrange.

Le théoreme de Shannon s’énonce ainsi : un signal analogique x(#) ayant un spectre s’éten-
dant jusqu’a la fréquence limite Fy;, est entierement décrit par la suite complete de ces va-
leurs instantanées x(nT,) prélevées a intervalles réguliers de durée T, supérieurs ou égaux a
1/ (2Fax)-

Remarque intéressante : Le théoreme de Shannon montre qu’il existe une base de décom-

sin x

position d'un signal formée par les fonction *2=.

54 Exemples d’échantillonneurs

5.4.1 Echantillonneurs moyenneurs

La génération d'une impulsion idéale étant physiquement difficilement réalisable, I’échan-
tillonnage est alors réalisé par une impulsion de largeur finie 6 et on considere la valeur
moyenne de x(t) pendant la durée de I'impulsion. On a alors

)= L [ 59
S £)dt, .
X =5 [ ) 59)
qui peut s’écrire
1 [*e 1
x(nT,) = 5/ Ty(t — nT,)x(D)dt = STIg(t) < x(r)| . (5.10)

t=nT,

On peut donc écrire la fonction échantillonnée :
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1
xe(t) = éng(t) *x(t).;d(t—kTe), (5.11)
d’ot, en prenant la TF des deux membres,
sin 7tv0
Xe(v) = X(v).—5= +F. ;5@ —k/Te). (5.12)

Tout se passe ainsi comme si X(v) était remplacée par :

sin 7tvH
X1 (v) = X(v). 8

conduisant ainsi a une déformation du signal par une atténuation. Une perte d’information

, (5.13)

est donc la conséquence de cet échantillonnage et implique donc la nécessité d’avoir un 0

le plus faible possible pour que le SR8 soit Je plus large possible. De plus le spectre est

périodisé et la présence de ce filtrage supplémentaire introduit une erreur dans l'interpolation
de Shannon
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CHAPITRE 6

Signaux numériques

6.1 Définitions

On appelle signal numérique la suite de nombres {x(n)} ou {x,} avec n € Z dans le cas
général, n € IN dans le cas des signaux causaux. Cette suite de nombres provient en général
de I’échantillonnage d"un signal analogique issu d’un systéme a caractériser.

Dans le cas ou le signal numérique provient d'un échantillonnage, deux valeurs succes-
sives correspondent a un écart temporel de T,. Ces signaux sont également appelés signaux
a temps discret.

De plus un opérateur numérique travaille sur des mots binaires de longueur finie. Les
valeurs exactes seront tronquées. Il y a en réalité une double discrétisation : échantillonnage
du temps et de I'amplitude (quantification).

Les signaux numériques formant un espace vectoriel, toutes les opérations relatives a cet
espace sont possible, i.e.

— addition : z;, = ¥, + xp

— multiplication par un scalaire : y, = K.x,
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6.2 Comparaison numérique analogique

Soient deux signaux analogiques x(t) et y(t) échantillonnés en x(nT,) et y(nT,) en des
points identiques nT, pour lesquels on peut définir les intégrales, la convolution, la corréla-
tion... Comment se traduisent-elles pour les signaux numériques ?

6.2.1 Intégrale et moyenne

Dans le cas de signaux discrets, il faut remplacer le signe [ par le signe somme Y, et ainsi,
les relations d’intégrale et de moyenne deviennent

b k=m
/ x(t)dt — Z xT, ou a=nT,,b=mT,, (6.1)
a k=n
et
k=m
- / £t NTe )y ¥(KT)T, = — Z (KT, 6.2)

ou N = m —n + 1 pour tenir compte des deux extrémités du s1gna1.

6.2.2 Convolution et corrélation

Dans le cas idéal d’une infinité d’échantillons, les relations donnant la convolution de-
viennent

+o0 k=-+o0
x(t) xy(t) = / x(u)y(t —u)du v xpxy, = Y x(kT.).y((n —k)T.)T.,  (6.3)

— 0 koo

et la corrélation

+oo k=+o0
Tay = /_oo x(u)y* (u—t)du = vy, = ) x(kTe).y* ((k=n)T.)T,, (6.4)

k=—00

6.2.3 Signaux particuliers

Parmi les signaux numériques les plus couramment rencontrés, on trouve

— l"échelon unité u, avecu, = 0sin <Oetu, =1sin>0

— impulsion de Dirac J, : elle doit étre définie pour étre 1’élément neutre du produit de
convolution (6.3) soit x,, * 8, = Y x(k)d(n — k) = x,, et toute les valeurs de x(k) avec
k # n doivent étre nulles. Il faut donc

d(n—k)=0sin#ket 5(n—k)=1sin=*k (6.5)

On appelle souvent J,;x le symbole de Kronecker
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6.3 Algorithmes de Transformée de Fourier : TFD, FFT

Le calcul de la transformée de Fourier pose une probleme lorsque 1'on considere des si-
gnaux discrets, c’est-a-dire dans la majorité des cas puisque l'acquisition d"un signal nécessite
un échantillonnage. Ce calcul s’effectuera donc par l'utilisation de l'algorithme de la Trans-
formation de Fourier Discréte (TFD) dont une version plus rapide (FFT pour Fast Fourier
Transform) a été proposé par Cooley et Tuckey en 1965.

6.3.1 Transformation de Fourier Discréte (TFD)

Compte tenu de I'importance de I’analyse spectrale en théorie des signaux, il était néces-
saire de mettre au point un algorithme de calcul numérique de la transformée de Fourier a
'aide d’un signal échantillonné.

Définition de la TFD

Considérons % (1) une séquence périodique sur N échantillons, et considérons la suite de
Fourier discrete X(k) donnée par

X(k) £ Y #(n)w ) (6.6)

ott w = X/ N,
Cette relation défini la Transformée de Fourier Discrete du signal échantillonné %(n). Cette

suite est périodique sur N car

N-1 N-1
X(k+N)=)_ Z(n)w F N = ) Z(m)w=kn, (6.7)
n=0 n=0
avec w~N" = (=N)" = 1" = 1, La TFD inverse est également définie par
i(n) & 1 Nzl X (k)wk" (6.8)
N & . .

Ces deux TFD (inverse et directe) possedent la propriété de périodicité.

Correspondance avec la Transformée de Fourier continue

Supposons que la suite X(n) soit issue d’un échantillonnage de pas T, sur un signal pério-
dique de période Typ = NT,. Posons t = nT, et v = ku.
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Exprimons la transformée de Fourier de la premiere période T du signal continu x(f) :

X(v) = / x(B)e~ 2t 6.9)
T
et elle devient aprés double échantillonnage en t et v :

N-1 ,
X(kvg) = Y x(nT,)e @™ wnler,, (6.10)
0

en tenant compte du fait que voT, = % =1/N.
On montre ainsi que

X(k) = T.x(k), (6.11)

ce qui veut dire que la Transformée de Fourier Discrete ¥(k) du signal échantillonné corres-
pond (a un facteur preés Te) a la discrétisation de la transformée de Fourier d’une période.

signal temporel

1 1 1 1
05 05 05 05
0 0 0 0
-05 -05 -05 -05
0 05 1 o 1 2 o 1 2 o 2 4

module de la FFT

1 1 1 1
0.8 0.8 0.8 0.8
0.6 0.6 0.6 0.6
0.4 0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 0.2 0.2

0 0 0 0 L

0 50 100 O 50 100 O 50 100 O 50 100
(Hz)

FIGURE 6.1 — Propriétés de la FFT d'un signal sinusoidal de fréquence 7 Hz, échantilloné a 100 Hz,
en fonction du temps d’analyse. Attention, le spectre FFT n’est valable que de 0 a 50 Hz. La deuxieme
partie correspond en fait a la partie comprise entre -50 et 0 Hz.
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Sachant que la Transformée de Fourier discrete est périodique de période N, on ne sélec-
tionne les composantes de (k) de 0 & N — 1 ou plutdt, compte tenu de cette périodicité de
—N/2aN/2 -1 (Fig.6.2).

T

, fréguences

| Négatives
\
\
\

’ | |

\

| I HTMT‘H

F max f Fe/2 = Fax f

TF échantillonnée TFD périodique

FIGURE 6.2 — Propriétés du spectre FFT

Les fréquences positives s’obtiennent de 0 a N/2 et les négativesde N/2+1a N — 1.1
se peut donc que les différents spectres se recouvrent mais, si I’échantillonnage est bien fait,
F, =1/T, = 2F,;. Or la fréquence maximale théorique obtenue par la TFD est 1/T = NLTG, et
la moitié doit correspondre a la fréquence maximale dans le spectre idéal. Il ne doit donc pas
y avoir de perte d’information spectrale.

Remarque importante : durée limité et bande limité sont en contradiction avec le principe

d’incertitude. Le spectre obtenu n’est donc qu'une approximation.

6.3.2 Propriétés et généralités sur la FFT

C’est un algorithme permettant de diminuer le temps de calcul de la Transformée de Fou-
rier Discrete. 11 réduit le nombre de multiplications de N? a (N/2)log, N. Le temps de calcul
est réduit d"un facteur 372 pour une FFT de 800 lignes.

L’analyseur FFT est représenté en Fig.6.3. Cette fonction est désormais présente sur la
plupart des oscilloscopes, analyseurs de spectres et analyseurs de réseau. Certains parametres
de réglages sont nécessaires pour une bonne utilisation de cette fonction (Fig.6.4).

Les applications de 'utilisation de I’option FFT d’un appareil sont multiples, comme l'éva-
luation des modes de résonance d’une structure ou d’un matériaux, de la fréquence d’appa-
rition d"un phénomene temporel qui peut étre physique, économique, industriel, biologique,
etc. L'utilisation de la FFT est donc ainsi devenue quasi universelle et sa connaissance de-
vient alors indispensable. D’ailleurs son importance ne cesse de croitre de part son caractere
indispensable dans les processus temps-réel.
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6.3.3 Propriétés de la TFD ou de la FFT

Pour que cette transformée de Fourier discrete puisse correctement traiter les différents
signaux numériques, il faut que toute les propriétés soient encore vérifiées et que les princi-
pales opérations telle la convolution, 'intercorrélation et les calculs d’énergie soient maitrisés
(Tab.6.1).

Remarque importante : La relation de Parseval concernant la conservation de 1’éner-
gie (Tab.6.1) devient différente par l'utilisation de la TFD. En effet, un facteur N intervient.
Concretement le calcul de la FFT sur une fonction sin(x), devant donner un Dirac, peut faire
apparaitre un facteur N en amplitude.

6.3.4 Défauts de la TFD

La remarque ci-dessus peut également étre considérée comme un piege de la TFD, mais il
en existe de beaucoup plus préjudiciables. Ceux-ci peuvent se caractériser, une fois de plus,
dans le domaine temporel ou dans le domaine fréquentiel a savoir :

Analyse FFT
Capteur Mémoire SR
, ) — Elévation au Affichage/
Préamplificateur 1 carré/Moyenne Sortie
B Pondération|
™ D —» CAN Temporelle[ ™| FFT > G.n B
N Mémoire | Spectre Auto-
2 .
de Fourier spectre
Amplitude

I\III\II\\I\\I\III\IIbFréquence
0 200 400 600 800 1k 1,2k 1,4k 1,6k 1,8k 2k Hz échelle ingaire

FIGURE 6.3 — Diagramme Bloc de I'analyseur FFT

64 Serge Dos Santos



INSA CVL 3A et 4A Cours de Traitement du Signal Année 2014-2015

Mémoire 1 FFT

.. e

Temps | | Temps

H‘ ‘+At L—TJ ’—plfspan ‘ Fréq.
. ';'fS
T=N x At At=]j— f, =N > Af
Exemple: N =2048 l {Af _ f _ Fopan - 256 kHz _ 32 Hz
f. = 65536 Hz N Al S,

_ 5 N_ .. =800
fopan = 556 = 206 kHz I } :

foan = Etendue fréquentielle maximale sans repliement; N, =Nombre de lignes sur f_ .,

FIGURE 6.4 — Paramétres temporels et fréquentiel de I'analyseur FFT

Opération Original FFT ou TFD

fns &n Fr, Gk
linéarité &fn + Bgn aF 4+ BGy
conjugué i F*,
translation fu—i Fw 'k

faw'" Fie—i
Dirac Oy 1

1 Néy

convolution (circulaire) Zi]\i 61 fign—i F.Gy

fn-8n SN FEGe
corrélation (circulaire) Zi]\i 61 fisi—,, F.Gy
Parseval YNHAE HENIEP

TABLE 6.1 — Propriétés de la Transformée de Fourier Discréte et de la FFT avec w = 2/"/N
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H Domaine temporel Domaine fréquentiel H
Echantillonnage Repliement de spectre
Troncature temporelle | Effet de fuite (Fig.6.5)
Périodisation Effet palissade (Fig.6.6)

Effet de fuite

Il s’agit de la conséquence de la troncature temporelle du signal a analyser. Il est tres bien
visible lorsque 1'on considere des signaux périodiques (Figs.6.5).

Nombre entier de périodes Nombre non entier de périodes
a(t) 4 b(t)a
AAAAAARAAAL AAARAAAAA
VVVVVVVVVYTemes  TTVYYVVYY | remes
T — T ——
Pondération Aty B(fa
rectangulaire
(pas de pondération) |||| ||||
It : it
Fréq. Fréqg.
Pondération de  Ahs B(f)
Hanning
[1—(:05@) | ‘
—/\4— > || I.
'Fre'q. ’Fréq.

FIGURE 6.5 — Effet de fuite dans le spectre FFT du a la troncature du signal temporel

Effet palissade

I s’agit encore d’une conséquence de I’échantillonnage. Le fait d’analyser le signal tem-
porel a une période T, nous limite dans la précision du spectre (Fig.6.6). Toute l'information
(de haute fréquence) contenue entre chaque donnée temporelle sera cachée. Une absence de
précision spectrale en est donc la conséquence.

6.3.5 Comment éviter les défauts de la TFD

— Retournement de spectre : utiliser un filtre anti-repliement (f) et une fréquence d’échan-
tillonnage fs > 2f.

— Effet de fuite : utiliser la pondération adéquate pour traiter des signaux. Augmenter la
résolution fréquentielle lorsque 'on traite les systemes
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A v/ (ke

—» Fréquence

FIGURE 6.6 — Effet palissade dans le spectre FFT du a la fréquence d’échantillonnage du signal tem-

porel

— Effet palissade : Utiliser une pondération adéquate (signaux). Augmenter la résolution

fréquentielle (systémes)

6.3.6 Notion de pondération - Fenétrage

Pourquoi la pondération ?

Le contenu de la mémoire FFT représente une période d'un signal répété périodiquement.
La pondération temporelle est destinée a éliminer les discontinuités au début et a la fin de

I'enregistrement (Fig.6.7).

Discontinuité dans le signal

Signal Fenétre Hypothese de la
d'entrée FFT

T T
oo
T et i o o
= = Al

"lissage" des discontinuités

FIGURE 6.7 — Effet de la fenétre sur une discontinuité

De plus les composantes fréquentielles du signal sont convoluées avec le spectre de la
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pondération (équivalent a une caractéristique de filtre). Le spectre est échantillonné a des
multiples de Af de 1 a N(Fig.6.8).

Rectangulaire Hanning

q%—@—ﬁ

T

0

7

10

; 20
PN

I
C
m 20 -
= ! \“ m . Bbruwt blanc
§ 30 -
& \ % Rectangulaire: Af
2 40 °<’S% | 1] Hanning: 1.5 Af
< 50 f h %
60
01 02 04 1 2 4 6 10
Frequency 1/T

FIGURE 6.8 — Le spectre FFT est convolué au spectre de la fenétre de pondération

Enfin, chaque ligne représente la sortie d'un ensemble filtre /détecteur centré sur les lignes
FFT. Les caractéristiques du filtre sont déterminées par la pondération (Fig.6.9). Il est donc né-
cessaire d’utiliser les fenétres de pondération en fonction de leurs propriétés et de I’applica-
tion de 'utilisation de la FFT. Pour une précision en amplitude et en ondulation du spectre, se
référer au tableau Tab.6.2 et a la figure Fig.6.10, pour une précision en sélectivité, séparation
de deux composantes proches, se référer au tableau Tab.6.3.

Pondération B.P. de bruit B.P.(3dB) Premier zéro Ondulation

Rectangulaire 1.0 A 0.9 Af 1.0 Ay 3.9dB
Hanning 1.5 Af 1.4 A 2.0 Af 1.4dB
Kaiser-Bessel 1.8 Ay 1.7 Ay 3.1Af 1.0dB
Flat Top 3.8 Af 3.7 Af 5.0 Af 0.01dB

TABLE 6.2 — Propriétés des fenétres de pondération utilisées dans les algorithmes FFT : bande passante,
précision en fréquence, ondulation, précision en amplitude

Il existe d’autres pondérations adaptées a chaque fois au systéme ou au signal a analyser.
Par exemple, I'étude d’un régime transitoire par une analyse FFT nécessitera une pondération
exponentielle.
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]

Rectangulaire Hanning | | | | |

a8

Hanning
cas le plus défavorable

& mH‘H h]]
4

] 3 :3 12 16k 20k 24k [Hz)

“ | | | |
I I I [
Rectangular
cas le plus défavorable

- —— - M . |
AF= AT
f, & mi-chemin N mwﬂ
entre deux lignes FFT

] 4% :3 12k 16k 20k 24k Hz]

effet de fuite

FIGURE 6.9 — La position de la fenétre de pondération par rapport aux lignes FFT pour engendrer un
effet de fuite dans le spectre FFT

Pondération 1ler lobe sec. décroissance des lobes B.P.(60 dB) Facteur de forme

Rectangulaire -13dB 20 dB/dec 665 As 740
Hanning -31dB 60 dB/dec 13.3A¢ 9.5
Kaiser-Bessel - 68 dB 20 dB/dec 6.1Af 3.6
Flat Top -93dB 0 dB/dec 9.1Af 2.5

TABLE 6.3 — Propriétés des fenétres de pondération utilisées dans les algorithmes FFT : sélectivité,
séparation de deux composantes proches
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FIGURE 6.10 — Propriétés des différentes fenétres de pondération utilisées pour la FFT
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CHAPITRE 7

Les systemes linéaires - Filtres

7.1 Définitions : linéarité, stationnarité

Si on considere 1'espace des signaux S et une application f de S dans S, on dira que f est
linéaire si

F(alx > +bly >) = aF(|x >) + bF(|ly >). (7.1)

Le systéme est dit stationnaire si les opérateurs F et T; (opérateur translation) commutent
dans le temps (Fig.7.1), i.e.

F(Te|x >) = T-(F|x >). (7.2)

Exemple : les filtres sont des systemes linéaires et stationnaires.

En électronique et en automatique avancée apparaissent souvent des systemes non li-
néaires. Cependant, on se rameéne dans la majorité des cas ! a I’étude des petites perturbations
autour d’un certain régime de fonctionnement linéaire (cas du transistor par exemple). Cette

1. Dans les cas fortement non linéaires, il est évident qu'une autre démarche doit étre adoptée.
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X(t) y(®)
X(t- 1) y(t- 1)

stationnarité

FIGURE 7.1 — Systeme linéaire et invariance temporelle (stationnarité)

procédure remplace une liaison entrée-sortie non linéaire par son développement a 1’'ordre 1 :

c’est la linéarisation ou approche quasi-linéaire.

D’un point de vue général, tout systeme dans lequel la liaison entrée-sortie résulte d"une
équation différentielle linéaire d’ordre N quelconque a coefficients constants est un systéeme
linéaire stationnaire (il suffit d'y effectuer un changement de variable).

7.2 Représentations d’un systeme linéaire

7.2.1 Qu’est-ce qu'une représentation?

Pour appréhender la notion tres conceptuelle de la représentation d"un systeme, on peut
regarder I'exemple trés concret présenté en figure Fig.7.2. Il s’agit de représentations diffé-
rentes du méme signal audio. On a toujours intérét de choisir la meilleure représentation
du systéme que 1'on veut observer. Ainsi, les trois représentations proposées en Fig.7.3 ne
donnent pas la méme information.

e —— DEC

07 - Son style 1

'/ L o004 g conde '
Séj/ B Jyr-l, & M= A« >y LEJA G.J) r‘J; & el (b

(a) (b) (©)

Lnyr-b & e Ay oy

FIGURE 7.2 — Trois types de représentation pour le méme signal audio
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(a) (b)
FIGURE 7.3 — Trois représentations différentes de la bouteille de Klein

7.2.2 Définition mathématique de la représentation

Considérons un opérateur F modélisant un systéme (physique ou électronique), et [y >=
F|x > l’action de F sur |x >. Notons également y(s) et x(v) les représentations s et v de |x >
et |y > selon les bases orthonormées continues |e(s) > et |e(v) > de S, s et v pouvant étre par
exemple le temps. On peut donc écrire

ly > = /]Ry(s)|e(s) > ds, (7.3)
x> = /]Rx(v)|e(v) > dv, (7.4)
et de ce fait le produit |y >= F|x > donne
ly> = F {/IR x(v)le(v) > dv} , (7.5)
- /]R x(v)Ele(v)]do. (7.6)

Par ailleurs, les vecteurs étant orthonormés , on a < e(s)|y >= y(s), et en remplagant |y >
par la valeur ci-dessus, on obtient ce que 1'on appelle A(s, v) : la projection sur |e(s) > de la
transformée F du vecteur de base |e(v) > qui est défini par

A(s,v) =< e(s)|Fle(v) > . (7.7)
La relation ci dessus constitue la représentation mathématique d'un systeme linéaire.
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7.2.3 Représentation temporelle des systémes linéaires

Considérons un systéme linéaire exprimé a partir d’une représentation temporelle H; (¢, t'
y

par:

y(t) = /]RHt(t,t’)x(t’)dt’ = Flx > . (7.8)

Montrons que si le systeme linéaire est stationnaire, alors on a la propriété suivante :

Hi(t —7,t') = Hy(t,t' + 1) Vt,t, 7. (7.9)
En effet, si un opérateur F est stationnaire, I’équation (7.2) est vérifiée. Posons pour sim-
plifier
|w >= Te¢|x > ; |z >=F|lw >=FT|x >, (7.10)
alors
z(t) = / Hi(t, t)w(t)dt = / Hy(t, t)x(t' — 1)dt (7.11)
R R

Si on change ' — T en t/, on obtient

2(f) = /]R Hi( ¥ + )x (' )dt'. (7.12)

Mais
y(t— 1) = /IR Hi(t — 7, ¢)x(t)dt, (7.13)

et la condition de stationnarité appliquée a z(t) doit donner y(t — T) et de ce fait on montre
le résultat (7.9). Le changement de signe de T selon que T se rattache a ' ou a t implique que
Hi(t,t') = h(t —t'). Un systéme linéaire et stationnaire est donc caractérisé par une seule
fonction du temps h(u), soit :

y(t) = /mh(t — ) x(t)dt (7.14)

La sortie y(t) de F est le produit de convolution de 'entrée x(t) par h(t) la représentation
temporelle du systeme linéaire.

Si I’excitation x(t) est une impulsion de Dirac 6(t), alors y(t) = h(t) est appelée réponse
impulsionnelle du systeme linéaire.

7.2.4 Représentation fréquentielle des systemes linéaires

Considérons la représentation fréquentielle X (v) et Y (v) des deux signaux x(t) et y(f). La
linéarité entraine :
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Y(v) = /]R A, V)X (W )dv'. (7.15)

Si on exprime la stationnarité en considérant le signal |z >= T;|y >= T F|x >, la relation
z(t) = y(t — ) donne

Z(v) =Y(v)e 2T = ezj"”/ Ay, V) X(W)adv'. (7.16)
R
Appelons |w >= F[T¢| la quantité qui doit étre identique a |z >. On peut montrer que :
W) = / A, V)XW e Ty (7.17)
R
La stationnarité nécessite que A(v,v')[e"2™'T — ¢~ 2VT] = ( soit :

Alv,v') =G)s(v =), (7.18)

ce qui donne finalement I'expression suivante :

Y(v) = /]RG(U)(S(U —VXW)dv' = Gv)X(v). (7.19)

Un systeme linéaire et stationnaire est caractérisé dans le domaine fréquentiel par une
fonction G(v) appelée gain complexe ou fonction de transfert du systéme.

Relation entre le gain complexe et la réponse impultionnelle

En utilisant les relations (7.19) et (7.14), on montre le résultat important suivant

TF (h(t)) — G(v)|, (7.20)

liant la réponse impultionnelle k() d’un systéeme et son gain complexe G(v).

7.3 Détermination du gain complexe

7.3.1 Vecteurs propres de 'opération de convolution

Les signaux de base de la représentation fréquentielle sont les exponentielles éternelles
le, > de représentation temporelle ¢%™™*. On peut montrer que les exponentielles éternelles
sont les "signaux propres" des systéme linéaires et stationnaires. Cette propriété fondamen-
tale peut s’exprimer en disant que les systémes linéaires et stationnaires conservent les fré-
quences.

ATTENTION : le opérateurs de changement de fréquence (modulation, démodulation,
détection) doivent faire appel a des systémes non linéaires ou non stationnaires.
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7.3.2 Interprétation du gain complexe

En posant H(v) = |H(v)|e/®(*), on montre que |H(v)| est le rapport d’amplitude sortie-
entrée lorsque F est excité par |e, > et que ®(v) représente le déphasage sortie-entrée.

On peut montrer que si x(t) est réel (souvent le cas en pratique), alors h(t) est réel et le
gain possede la propriété de symétrie hermitienne :

G(—v) = G*(v), (7.21)

et le module est pair et la phase est impaire.

7.4 Les filtres

Les filtres sont des systémes linéaires que I’on peut classer suivant les propriétés spectrales
ou temporelles.

Le filtrage "temporel" peut étre considéré comme une atténuation du signal pendant une
durée T. On peut alors écrire le signal de sortie comme étant par exemple :

g(t) = f(£).Ir(t), (7.22)
ot IT7(t) est la fonction porte de largeur T. Cette opération engendre, dans le domaine spec-
tral, une convolution de F(v) et du sinus cardinal, transformé de Fourier de la porte.

Mais si on ne précise pas le type de filtre, il s’agit d’un filtrage "fréquentiel". Ce sont les
systemes linéaires les plus importants. Ils sont caractérisés par la relation fréquentielle

G(v) = F(v).H(v), (7.23)

ou, dans le domaine temporel, par la relation de convolution suivante :
g(t) = f(t)  H(). (7.24)

7.4.1 Les filtres physiquement réalisables

Pour étre physiquement réalisable, un filtre doit posséder une réponse impultionnelle
possédant les propriétés suivantes :

— réelle

— causale

— stable

Seuls les signaux réels sont mesurables, donc la premiere condition devient évidente. Exa-
minons les deux autres conditions :
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7.4.2 Causalité

La condition de causalité provient du principe simple que 1’effet ne peut précéder la
cause qui le provoque. On peut I'exprimer en disant que pour une entrée

e(t) = 0si t < to, (7.25)

on a une sortie

s(t) =0si t < to. (7.26)

On a vu que la réponse a tout signal s’exprime a partir d"une impulsion placée en t = 0.1l
suffit donc d’imposer les conditions de causalité a la réponse impultionnelle, soit :

Fcausal < h(t) =0si t <O. (7.27)

Rappelons que par les propriétés du produit de convolution, la réponse d’un systéeme
linéaire stationnaire a une excitation causale est également causale, ce qui explique la grande
importance de la transformée de Laplace.

Remarque 1 : si la réponse impultionnelle a une durée temporelle limitée, le filtre est dit a
réponse impultionnelle finie (RIF), sinon il est dit & réponse impultionnelle infinie (RII). Ces
deux appellations étant surtout usitées pour les filtres numériques.

Remarque 2 : lorsque la variable intéressante est le temps (souvent le cas), les systémes
physiques réalisables sont effectivement causaux. Par contre, si on parle de filtrage spatial,
par exemple en optique, cette condition n’est plus nécessaire. 1l suffira alors que h(t) soit
réelle et stable.

7.4.3 Stabilité

La stabilité d'un filtre, possédant une évolution temporelle décrite par une équation dif-
térentielle linéaire a coefficient constant, peut se définir a partir des propriétés de sa fonction
de transfert H(v).

En effet, un systéme est stable si tous les pdles de sa fonction de transfert sont a partie
réelle négative.

7.5 Exemples importants des systémes linéaires

7.5.1 Amplificateur idéal

On doit avoir
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H(v) = A soit h(t) = Ad(t), (7.28)

ce qui est physiquement impossible a réaliser. Mais il peut constituer une bonne approxima-
tion avec r(t) = Ad(t) xe(t) = Ae(t).

7.5.2 Ligne aretard idéale

Une ligne a retard introduit un décalage temporel dans le signal e(t), a savoir :

s(t) =e(t) «h(t) =e(t) *6(t —tyg) = e(t — to). (7.29)

Ce filtre est physiquement réalisable si ty > 0. De méme, un amplificateur retardé est
physiquement réalisable.

7.5.3 Filtre passe-bande idéal

La fonction de transfert d'un filtre passe-bande idéal est de la forme

H(v) =ITp(v — vp) + Iap(v + 1p), (7.30)

qui donne pour réponse impultionnelle la fonction

sin 27t Bt
2nBt
se trouvant étre non causale. En effet cette réponse impultionnelle est bien réelle mais non

h(t) = 2cos2myyt.2B (7.31)

causale. Toutefois, on peut considérer que si 1’on retarde la réponse de quelques 1/B, h(t) ne
sera pas sensiblement différent de zéro pour t < 0.

7.5.4 Filtre passe-bas idéal

La fonction de transfert d'un tel filtre est donnée par :

H(v) = T(v), (7.32)

qui donne pour réponse impultionnelle la fonction

sin 27t Bt

2ntBt
qui n’est pas causale. De la méme facon que précédemment, il faut lui adjoindre une ligne a

h(t) = 2B (7.33)

retard de quelques 1/ B pour rendre ce filtre causal. Ce filtre sert a la reconstruction du signal
a partir d’échantillons pris a 1/2B (ou lorsque le signal est a bande limitée [—B, +B]).
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7.5.5 Filtres intégrateurs et dérivateurs

Pour avoir un filtre intégrateur, & une entrée e(t) on fait correspondre r(t) l'intégrale de
s(t) sur la durée 2T, i.e.

t+T
HE) = % /tT e(t')dt. (7.34)

Ce filtre n’est pas causal, car sa réponse impultionnelle est du type porte de largeur 2T
centrée en t = 0. En revanche, si I’on retarde l'intégration d’une quantité T, le filtre obtenu
est réalisable.

Pour le filtre dérivateur, sa construction nécessite un systéme qui a e(t) fait correspondre
r(t) = ¢ (t) = e(t) * ¢'(t). On montre (vu en théorie des distributions) que sa réponse impul-
tionnelle est hp (t) = &'(t) et que le gain complexe est Hp(v) = 2j7tv.
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Troisiéme partie

Signaux Aléatoires
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CHAPITRE 8

Rappels de statistique nécessaire
au traitement des signaux

L’étude concrete des signaux physiques issus de systémes a caractériser montre que ceux-
ci ne peuvent simplement se décrire a partir de considérations déterministes, mais qu’ils
doivent comporter un aspect aléatoire provenant de la méconnaissance de 1'un des aspects
suivants :

— modélisation du systéme : approche trop simplifiée, hypotheses trop grossieres (linéa-

rité, stationarité, etc.)

— effets connus mais non modélisables simplement de fagon déterministe (influence de la

température sur un systeme,...)

— parametres et perturbations inconnus (??7??)

Dans ce cas, la considération des signaux peut se faire en caractérisant ceux-ci par leur
propriétés aléatoires et leur évolution sera dictée par 1’évolution probabiliste des propriétés.

8.1 Variables aléatoires - Moments - Fonctions caractéristiques
Il convient de rappeler quelques résultats relatifs a la théorie des probabilités.
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Considérons un processus aléatoire w décrit dans I'espace des épreuves ().
On appelle : variable aléatoire discréte, 'application de () dans Z définie par :

QO — Z (8.1)
w — X(w)eZ (8.2)

et variable aléatoire réelle, I’application de () dans IR définie par :

O — R (8.3)
w — X(w)€eR (8.4)

Soit X(w) une variable aléatoire discrete (resp. réelle).
On appelle loi de X, la probabilité Px définie sur IN (resp. IR) par la relation :

Px(n) = Px(X(w)=n) (8.5)
(resp. Px(] —o0,x]) = Px(X(w) <x) (8.6)

Moments d’une variable aléatoire. Soit

X(w): Q3 — E E=Rou N (8.7)
w — X(w)=x (8.8)

une variable aléatoire et soit py = P(X(w) = x) sa loi. Si on suppose que la série x" p, (resp.
que l'intégrale [ _Jr;o x"pydx est convergente), on appelle

+o00
E(X™) =) x"px (resp. / xmpxdx> , (8.9)

le moment d’ordre m de X. Moyenne de X ou espérance de X

—+00
E(X) =Y xpx resp E(X) :/ xpxdx (8.10)
- .
Moment d’ordre 2
+o0
E(X?) =Y x?py resp E(X) :/ X2 prdx (8.11)
x —0
Variance
—+o0
o?(x) = Y (x — E(x))?px resp E(X) = / (x — E(x))?pydx (8.12)
x —00
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La racine carrée de 0?(x) est appelée écart-type de x. Si x a un moment d’ordre 2, on dit que x
est de carré intégrable. Un signal temporel vérifiant cette propriété sera dit a “énergie finie”.
Note :

Afin d’indifférencier 1’aspect discret de 1’aspect continu des variables aléatoires, on utili-
sera la notation < | > (notation de Dirac) réservée aux vecteurs d’un espace de Hilbert :

“+o00
E(X) =<x|px >=) xpx = / xpxdx, (8.13)

de méme oo
E(X?) =< |py >= Y 2px = / Wprdx. (8.14)

- _
On vérifie que :

o*(x) = < (x—E(x))*|px > (8.15)
< x% —2xE(x) + E(x)?|px > (8.16)
< x%|px > —2E(x) < x|py > +E(x)* < 1|p; > (8.17)
< x%|py > —2E(x)E(x) + E(x)? (8.18)
o?(x) = E(x?)—E(x)% (8.19)

Notons la propriété de la loi de la probabilité p, par < 1|p, >= 1. Cette notation a I'avantage
de pouvoir traiter les densités de probabilités comme de distributions. La caractérisation des
propriétés des variables décrivant des processus aléatoires se fait par 1'intermédiaire de la loi
de probabilité et ses moments.

8.1.1 Fonction caractéristique

On définit la fonction caractéristique ®x(s) de la v.a. X par

®x(s) = E(e X) = Y e *XP(X = X;) = TFD (P(X = Xk)> . (8.20)
k

Comme son nom l'indique, la fonction caractéristique comporte toute les informations
relatives aux propriétés statistiques du signal. Elle est de ce fait tres importante en analyse

des signaux. Remarquons que celle-ci fait intervenir la TFD de la loi de probabilité discrete
P(X = Xy).
On définit également la densité de probabilité fx(x) par

fx(x) =) P(X = Xp)d(x — xy), (8.21)
X
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que l'on peut considérer au sens des distributions. Dans ce cas, la fonction caractéristique
Px(s) s’écrit :

Px(s) = E ) = [ fi(x)dx (8.22)
- / e_fstP(X — X,)8(x — x;)dx (8.23)
— Y P(X = Xp) / eI (x — xp)dx (8.24)
- ép X = X;)e /% = TFD (P(X - Xk)) . (8.25)

8.2 Cas des variables aléatoires continues

Le cas des variables aléatoires continues est une transposition des variables discrétes en
utilisant le signe "intégral" a la place du signe "somme".

8.2.1 Fonction de répartition

La fonction de répartition Fx(x) est définie par :

Fx(x) = P(X < x), (8.26)

et possede les propriétés suivantes :
— croissante

— Fx(—OO) = 0

8.2.2 Densité de probabilité

La fonction densité de probabilité fx(x) est définie par :

fx(x) = dpjix), (8.27)
ou encore
P(x < X < x+dx) = Fx(x +dx) — Fx(x) = dFx(x) = fx(x)dx. (8.28)

C’est une densité car
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—+o0
fx(x)dx = limys 1 oFx(x) — limy__oFx(x) =1—-0=1. (8.29)

8.2.3 Moments d’ordre n
Les différents moments d’ordre n s’expriment également a partir de la densité de proba-
bilité, i.e.

E(X") = / * e (x)dx. (8.30)

8.2.4 Fonction caractéristique
La fonction caractéristique ®x (w) est définie par 1’espérance de la variable aléatoire com-
plexe e /%%, ie.
Px(w) = E(e %) = [ fu(x)e %dx = TF[fx (x)], (831)

qui se trouve étre la transformée de Fourier de la densité de probabilité de la variable aléa-
toire.

Cette relation permet de mesurer I'importance de la transformée de Fourier dans le cas de
’étude des signaux aléatoires.

8.3 Lois de probabilité

Les lois de probabilité les plus utilisées et les plus fréquentes en génie des systémes in-
dustriels sont la loi binomiale, la loi de Poisson, et la loi gaussienne.

8.3.1 Loi uniforme continue

La densité de probabilité fx(x) est définie par

fx(x):biasia<x<b (8.32)

Propriétés :
- E(x) = o3t
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8.3.2 Loi binomiale discréte

Une expérience, un contrdle ou un test avec deux issues possibles (succes et échec) effectué
dans un environnement industriel peut étre réalisé avec une probabilité p. Appelons P(X =
k) la probabilité pour qu’il y ait k succes au cours des N expériences consécutives. On montre
alors que cette probabilité s’écrit :

P(X =k) = Ckp*(1—p)N k. (8.33)
Propriétés :
- E(X) = Np
- o*(X) = Np(1—p)

8.3.3 Loi de Poisson

La loi de Poisson rend compte de nombreux phénomeénes industriels, comme la gestion
des files d’attentes, la maintenance des systemes et la régulation des systemes automatisés.
Elle est a la base de la modélisation des chocs entre particules élémentaires constituant la
matiere, et permet ainsi de modéliser le bruit thermique (voir partie 12.1) omniprésent dans
les matériaux et les systémes.

Considérons un événement pouvant apparaitre avec une probabilité p (un choc entre élec-
trons (Fig.8.1), une panne dans un systeme, un événement économique, etc.). La probabilité
pour que cet événement apparaisse k fois au cours de N expériences successives est donnée
par la loi de Poisson, i.e.

P(X =k) = (ND)! (8.34)

Propriétés :
- E(X)=Np

~olX) = y/Np

8.4 Cas particulier des processus gaussiens

Les processus gaussiens sont tres présents dans les Sciences de 1'Ingénieur. Il s’agit d"une
constatation d’une certaine ubiquité des la présence des caractéristiques Gaussiennes dans la
nature (Fig.??). Les processus gaussiens possedent un certain nombre de propriétés remar-
quables qui en font des processus permettant d’étre facilement intégrés dans une probléma-
tique industrielle. IIs possedent notamment la propriété suivante : la transformation linéaire
d’un processus gaussien est un processus gaussien.
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FIGURE 8.1 — Les chocs entre électrons libres dans un conducteur modélisés par un processus de
Poisson

(a) (b)

FIGURE 8.2 — (a) What if Gaussian engineering is clear, simple, and wrong ?, IEEE Spectrum, Nov
2010; (b) Processus gaussien d’espérance m = 10 et d’écart type o = 2

Un processus aléatoire X sera dit gaussien si sa loi s’écrit (Fig. 8.2) :

B C(x—m)?
Px = 7= exp( 7) (8.35)
On montre que
E(X) = m, (8.36)
E(X?) = o*+m?, (8.37)
A(x) = o? (8.38)

et que tous les moments d’ordre supérieur E(X™) s’expriment en fonction de E(X) et E(X?),
moments d’ordre 1 et 2. Il n’existe pas de processus dont les moments s’expriment en fonction
du seul moment d’ordre 1. Ceci provient de la conséquence du théoréme de limite centrale.
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Théoréme de limite centrale

Soit { X, }nen une suite de variables aléatoires indépendantes de carré intégrable et de
méme loi py avec

E(X,) = puVneN, (8.39)
E(X2) = ¢*VneN, (8.40)

alors laloi S, = ), X;; converge en un processus gaussien lorsque 7 tend vers 1'infini.

Ce théoréme explique pour une bonne part 'importance pratique des processus gaus-
siens. On remarque toutefois que ce théoreme concerne la somme de variables aléatoires et
qu'un résultat équivalent pour un produit n’existe pas de fagon générale.

Afin de comparer les propriétés de plusieurs variables aléatoires et leur dépendance res-
pective, on définit la covariance qui mesure le degré de corrélation.

8.4.1 Covariance statistique de deux variables aléatoires

La covariance de deux variables aléatoires X et Y de carré intégrable (d’énergie finie)
s’écrit :

E(X,Y) =< X|Y >= E((X — E(X)).(Y —E(Y))) = E(XY) — E(X)E(Y), (8.41)

E(X)=X—E(X) et E(Y)=Y—E(Y). (8.42)

La covariance s'interpréte donc comme un produit scalaire de deux vecteurs | X > et |Y >
de E%(Q, P), espace vectoriel des classes d’équivalence des variables aléatoires centrées, de
carré intégrable et de loi P. On rappelle que £3(Q), P) est un espace de Hilbert pour la norme
IVE®).

La covariance nulle de deux variables aléatoires indépendantes se traduit ici par une or-
thogonalité des vecteurs |[X > et |Y > dans 'espace L3(Q, P) . On retrouve alors l'idée de
décomposition spectrale de deux signaux sur des bases orthogonales pour laquelle les pro-
priétés sont décorrélées.

Ainsi, a chaque fois que 'on dispose de n variables aléatoires et que 1’on veut déterminer
leurs propriétés, il faut construire une base de n “vecteurs orthogonaux” (variables aléatoires

(n-1)

décorrélées) permettant d’annuler les “;—~ covariances. On effectue alors une transforma-
tion linéaire qui nous fait passer des variables initiales aux variables décorrélées. Cette opé-
ration s’identifie a une décomposition spectrale, la variance (valeur propre) s’identifiant a “I’

énergie” de la variable aléatoire.
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Malheureusement, cette méthode ne s’applique que pour des variables de carré intégrable.
Pour une variable aléatoire quelconque, la connaissance précise de la loi de probabilité de-
vient indispensable.
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CHAPITRE 9

Description statistique des signaux
aléatoires

9.1 Qu’est ce qu'un signal aléatoire?

Pour décrire un signal physique réel, il est nécessaire de construire, dans un premier
temps une description la plus "naturelle" possible : la description temporelle. Il faut donc
définir des variables aléatoires dépendant du temps t; on parle alors de variables indexées
par le temps.

Rigoureusement cette variable aléatoire s’écrit

X(t,s) = X(t) (en pratique), (9.1)

ol t représente le temps et s représente 1’aspect aléatoire de la variable. Si t est continu (resp.
discret), on parle de variable aléatoire a temps continu (resp. discret).

La variable aléatoire X(t) peut étre totalement décrite par sa fonction de répartition Eq.
(8.26)

Fx(t,x) = P(X(t) < x). (9.2)
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9.1.1 Signal aléatoire complexe

Dans de nombreux domaines comme 'optique ou I’électronique, on défini des variables
physiques complexes (impédance, champs électromagnétiques, etc.) pour lesquelles il peut y
étre associée une fluctuation d’origine inconnue. Cette fluctuation sera traitée de facon aléa-
toire et nécessite la définition de variables aléatoires complexes

X(t,x) = A(t,s) + jB(t,s). (9.3)

9.2 Moyenne et Variance de signaux aléatoires

9.2.1 Définition

Les signaux aléatoires étant considérés comme des variables aléatoires indexées par le
temps, on définit la moyenne m(t) par

m(t) = E(X(t,s)) = Y,xxP(X =x;) casdiscret,
(9.4)

= fQ fX s,t)ds cas continu.

La moyenne est completement déterminée par la fonction de répartition Fx (x, t). Si on connait
Fx(x,t), on connait m(t) (réciproque fausse) Si fx(x,t) est indépendant de ¢, m(t) aussi (ré-
ciproque fausse) La moyenne d’un signal aléatoire est donc une caractéristique d’un signal
mais ne possede pas toute I'information relative a ce signal.

Les signaux aléatoires étant considérés comme des variables aléatoires indexées par le
temps, on définit la variance o2 (t) par

ﬁm:EQx@g—mmﬁ = Y (xx — m(t))2P(X = xi) cas discret
(9.5)

= fg(x - m(t))zfx(x, t)dx  cas continu

Dans le cas d’un signal complexe, on a

2 2
a%n:5<p@g)>—pmﬁ. (9.6)

9.2.2 Signification physique - Exemples

Considérons par exemple la tension aux bornes d’une résistance (Fig.9.1).
On mesure une tension non nulle appelée tension de bruit, qui se trouve étre un signal
aléatoire de moyenne nulle mais de valeur quadratique moyenne non nulle, qui représente
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'énergie délivrée par la résistance. L'origine de cette énergie est associée aux mouvement des
électrons libres dans la résistance . On a

E(V(t)) =0=<V(t) >=V(¢)
2

(t)) # 0 = puissance 9.7)

9.3 Stationnarité

Un signal aléatoire est dit stationnaire du ler ordre si sa fonction de répartition Fx(t, x)
est indépendante du temps, i.e.

Fx(t1,x) = Fx(t2, x) = Fx(x) Vty, to. (9.8)

Un signal aléatoire X(f,s) est dit stationnaire du 2éme ordre si sa moyenne E(X) et sa va-
riance o est indépendante du temps, i.e.

E(X(t,s)) =m

o?(X(t,s)) =02 ©9)

Pratiquement, c’est cette stationnarité qui est le plus souvent demandée pour traiter les si-
gnaux physiques.

9.4 Caractérisation temporelle des propriétés statistiques des

signaux aléatoires

Problématique : déterminer les propriétés statistiques du signal a l'instant ¢, en connais-

)
A A
IR WUU Ll temps

FIGURE 9.1 — Bruit thermique dans une résistance

sant celles a 'instant t;.

/

95 Serge Dos Santos



INSA CVL 3A et 4A Cours de Traitement du Signal Année 2014-2015

9.4.1 Fonction de covariance temporelle

Considérons pour généraliser un signal complexe X(t). La fonction de covariance y(t1, t2)
est définie par

Yt t2) = E (X(0)X* (k) ) = m(t)m” (1) (9.10)
ol * représente la conjugaison complexe.
Propriétés :
— (t,t) = ¢?(t). La variance 0 s’exprime a partir de la fonction de covariance.

— signaux stationnaires : y(t1,t2) = y(t1 —t2) = v(t) ot T = t; — t,. la fonction de
covariance ne dépend que de la durée 7.

9.5 Fonction de corrélation ou d’autocorrélation

Cette fonction est une fonction fondamentale en traitement du signal : elle permet de
caractériser un signal aléatoire de facon plus fine que la moyenne ou la variance (sans pour
autant le déterminer completement).

Elle permet de comparer le signal a un instant ¢ en fonction des propriétés qu’il avait a
I'instant t — 7. Elle est donc définie par

v(T) = y(tt —1). (9.11)

Elle est également notée C(7) dans certains ouvrages.

9.5.1 Propriétés de la fonction d’autocorrélation
Cas des signaux réels continus

Considérons des signaux réels continus a valeur moyenne nulle (m(f) = 0). On a alors

v(T) = q(tt — 1) = E (X(t)x(t . r)) . (9.12)

Si le signal est stationnaire du ler ordre,
y(t) =E (X(t)X(t . T))
= [x(t)x(t — 1) fx(x, t)dx (9.13)

= [x(t)x(t — 7)fx(x)dx car WXT(;”) —0
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En remplagant t par t + 7, il vient

v(1) = [ x(t+7)x(t) fx (x)dx
= (et +7) fx(x)dx = 9(-7) 01
— |7(1) = 7(—71) |C’est une fonction paire
Le lien avec la variance du signal est donné pour T = 0, en effet
0X(X) = E <X(t)X(t)) = (T = 0) = 7(0). (9.15)

A (1)

o (x)

_‘MWNMM—»’[ | -

FIGURE 9.2 — Propriétés de la fonction d’autocorrélation et lien avec la puissance du signal

Cas des signaux discrets complexes

Si on suppose que ce signal posseéde en outre une valeur moyenne m(t) non nulle , la
fonction d’autocorrélation s’écrit :

Yk k) = E (X(k)X" (kz) ) = m(k)m* (k2). 9.16)
Si on suppose le signal stationnaire du second ordre (cf Eq.(9.9), il vient
- m(k) = m,
- vk ka) = (ki — ka),
avec
Yk k) = vk k= p) = E (X(0)X* (k= p)) = [mP?, 9.17)

et de ce fait, la fonction d’autocorrélation possede la propriété de symétrie suivante :

(1) =" (—7) (9.18)
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Sens physique de la fonction d’autocorrélation

La fonction de corrélation permet de "mesurer" le caractere aléatoire d"un signal physique.
Siy(7) = 0, le signal est completement aléatoire et le signal x(#) a 'instant ¢ est complétement
décorrélé de ce méme signal a I'instant passé t — 7.

Le signal a donc perdu toute "mémoire de son passé". La fonction de corrélation permet
donc la mesure de la "mémoire"” d"un signal aléatoire. Elle permet donc de ce fait d’évaluer
dans un phénomene apparaissant de facon aléatoire 1'origine de ce phénomeéne (par exemple
dans le cas d"une panne dans un systéme industriel).

Inversement, un signal dont la fonction de corrélation ne tend pas vers zéro est un signal
qui possede "toute la mémoire de son passé"; il s’agit donc d'un signal déterministe.

Exemple : Pour x(t) = cos(wt), ona y(t) = 1 cos(wT).

9.6 Fonction de variables aléatoires

L'idée est de comparer les signaux aléatoires entre eux afin de définir une mesure des
signaux et un traitement des signaux (détection, élimination d’un signal).

On suppose donc que la somme de deux signaux aléatoires Xi(t,s) et X»(t,s) reste un
signal aléatoire Y (t,s).

On peut alors définir les mémes quantités que pour un seul signal, a savoir la moyenne

E(Y(t,s)) = E(X1(t,5) + Xa(t,s)) = E(X1(t,5)) + E(Xa(t,5)), (9.19)

la fonction de répartition

F(x1,%) = P (X1 < 01).(% < x2)), (9.20)
la densité de probabilité
_ 9%F(x1,x2)
f(xl, xz) axlaxz (921)
et la covariance
Cov (X1, Xo) = E (X1(H)Xa(t)) — E(Xa (1)) E(Xa (1)). 922)
9.6.1 Cas particulier de variables indépendantes
Dans ce cas, on a
P(xl,xz) = F(xl)F(xz)
flrx) = fxa)f(x2) (9:23)

Cov(xq,x3) = O(réciproque fausse)
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Exemple : Soit deux signaux X(t) = sin® et Y () = cos ® ou ® est une phase aléatoire
uniformément distribuée dans [0,277].

Si on calcule I'espérance de X et Y, on trouve une valeur moyenne nulle. De méme, le
calcul de la covariance nous donne une valeur nulle. Les deux variables sont donc non cor-
rélées. Bt pourtant, on a X? = 1 — Y?, ce qui prouve qu’elles sont dépendantes. En effet, si X
est connue, Y 'est aussi.

Ceci est un exemple de réciproque fausse.

9.6.2 Intercorrélation de deux signaux

Comme pour le cas d"un seul signal, il est nécessaire de pouvoir comparer un signal avec
le "passé" d’un autre signal. On défini alors la fonction d’intercorrélation yx, x,(t1,f2) (ou
corrélation croisée) par

Txa(tt2) = E (Xa(8)X3 (k) ) — (X (0))E(X; (12)). (9.24)

Dans le cas particulier ou les signaux sont stationnaires et de valeurs moyennes nulles, il
vient

T30 k) = Tx,0(T) = E (X ()X3(t = 1)) . 9.25)

Propriétés : Soit X; (t) et X»(t) deux signaux stationnaires du second ordre. Construisons le
signal Y (t) = Xy (t) + Xy (t) et calculons sa fonction d’autocorrélation yy (7). On a

= [ [x(t) + X (0)] [Xa(t = 1) + Xa(t = 7)] frds

= le X1 t— T)fyds + sz Xz(t - T)fyds (9.26)
+ [ X1 ()Xo (t — T) fyds + [ Xo(£) X1 (t — T) frds

= 7x,(T) + 1%(T) + 7x,%,(T) + 13, (7T)

Les deux derniers termes yx,x,(7) et ¥x,x,(T) sont appelés termes croisés. Une des appli-
cations concrete de cette fonction est la mesure de bruit et la détection de signaux dans le
bruit

9.7 Ergodicité

La notion d’ergodicité peut se résumer par ’approche intuitive suivante. Comment peut
on accéder a la valeur moyenne d’un signal statistique a un instant .
I faudrait étre capable d’envisager l’ensemble des événements de () en un temps infinité-
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En pratique, on ne peut mesurer simultanément deux signaux dans les mémes conditions.
De ce fait, la moyenne s’écrit

m(t) =~ m(T) = %/OT X(#)d'. 9.27)

La problématique est donc la suivante : Est-ce que la moyenne temporelle du signal est égal
a la moyenne statistique de la variable aléatoire :

% /0 "X ()t = E[X ()] (9.28)

L’égalité (9.28) est appelée hypothese ergodique. Si elle est vérifiée, on dit que le signal pos-
seéde la propriété d’étre ergodique (Fig.9.3). Il s’agit d’'un probleme théorique tres difficile,

x (0] < N
am =L
Xz(t)% /\v/‘i\\/ R N
| I processus X (1) X
% () | N ‘ ! 4 stochastique |
n }‘ ~J \/ ‘ \V4 T

E{z(t)} % (" a(t)t

FIGURE 9.3 — Processus stochastique vérifiant I"hypothese ergodique

mais on peut vérifier par quelques exemples que I’hypothese est vraie dans de nombreux cas
simples.

Exemple 1 : I'hypothese est -elle vérifiée dans le cas du lancé de 5 dés d"un seul coup et
dans celui du lancé des 5 dés les uns apres les autres ?

Exemple 2 : soit un signal a phase aléatoire A(s) uniformément répartie: x(t) = cos(27tvpt +

A(s)).
( \)/)érifions que x(t) est un processus stationnaire. On a
m(t) = E(x(t)) = /Qcos(Zm/ot + A(s))ds =0 (9.29)
De plus
E(x(t+71)x(t)) = /Q cos(27tvp (t + 7) 4+ A(s)) cos(2mtvpt + A(s))ds = %cos(Zm/oT), (9.30)
ce qui prouve que le signal est stationnaire.

100 Serge Dos Santos



INSA CVL 3A et 4A Cours de Traitement du Signal Année 2014-2015

Calculons la moyenne temporelle x ()

2ty T

- T
x(t) = limT_m%/O cos(2mvgt + A(s))dt = limr_e sin(2tvpt + A(s))| =0,

car l'intégrale est bornée quelque soit A. Le signal est donc ergodique.
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CHAPITRE 1 O

Energie et puissance des signaux
aléatoires

10.1 Exemples physiques

Pour se rendre compte du fait qu’un signal aléatoire peut posséder une énergie, il suffit de
s'imaginer dans un environnement sonore tres bruyant ott I’on "écoute" un son provenant de
multiples sources a des niveaux sonores différents. Ce son posséde une énergie qui, transmise
dans nos oreilles, peut conduire a une détérioration de I’appareil auditif.

Comment "mesurer" énergie ou la puissance de ce signal qui se trouve étre aléatoire ?

Un exemple analogue concernant les fluctuations de tension aux bornes d"une résistance
(Fig.10.1) a été traité au paragraphe 9.2.2.

10.2 Définitions

On défini la puissance aléatoire instantanée par
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P(t;s) = X(t,5)X*(t,s) = |X(t,9)|?, (10.1)
qui est une variable aléatoire.
Si X(t) est stationnaire, on peut calculer 1’espérance de la puissance instantanée par
E(P(t,s)) = E(X(t,8)X*(t,5)) = yx(t,t) = 7(0) = P = o2, (10.2)

ce qui conduit a un résultat trés important :

La puissance d’un signal aléatoire stationnaire est constante et est égale a la variance
du signal aléatoire.

On défini I’énergie aléatoire d'un signal par

/ E(X(t,5)X* (t,5))dt, (10.3)

pour laquelle on peut avoir une valeur infinie, comme dans le cas des sighaux sinusoidaux.
Dans ce cas, on préfere utiliser 1’énergie moyenne &,,,, définie sur une durée T par
y y

Enoy(T,5) = 7 / §)X* (t,5))dt, (10.4)

10.3 Cas des signaux complexes

De la méme maniére que pour les signaux déterministes, on a

P(t) = X(t,5).X"(t,5)| (10.5)

et la puissance moyenne sur une durée T par

1 f0+T/2 .
Plo.T) =5 [ X(0.X" (Dt (10.6)
0—

"~ temps

FIGURE 10.1 — Puissance de bruit thermique dans une résistance
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et la puissance moyenne par

P = lim — X(t).X*(t)dt | (10.7)

L’énergie dans un intervalle de temps At autour d"un instant ¢y est définie par

to+T/2
E(to, At) = / P(t)dt | (10.8)
to—T/2
alors que l'énergie totale considere le signal sur tout son domaine d’existence, i.e.
+00
£ = / P(H)dt (10.9)

De méme que pour les signaux déterministes, on peut définir les énergies et puissances
croisées entre deux signaux X(t) et Y(t). La puissance d’interaction s’écrit aussi

Pxy(t) = X(t).Y*(t) (10.10)
Pyx(t) = Y(t).X*(t) (10.11)
’énergie d’interaction par
Exy = [ Pt = [ X0y ()] (10.12)
ou par
Evx = [ Pyx(at = [ (o)X ()| (10.13)

Pour les signaux non limités dans le temps, on parlera de puissance moyenne d’interaction

Pyx = lim 1 Y (t).X*(t)dt, (10.14)
T—eo ) T/2
s’il s’agit de signaux a puissance moyenne finie.
On dispose donc d"une représentation de la puissance et de 1’énergie dans le domaine tem-
porel des signaux aléatoire qui est identique a celle des signaux déterministes. Ceci favorise
donc I'étude commune de ces signaux comme par exemple leur comparaison.
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10.4 Energie et puissance des signaux aléatoires dans le do-

maine spectral

Compte tenu de la propriété précédente concernant la possibilité de caractérisation des
signaux aléatoires dans le domaine temporel, il est également possible de les caractériser
dans le domaine spectral, par analyse de Fourier.

Le spectre est une décomposition dans le domaine des fréquences. En effet, un signal x(t)
peut s’écrire :

x(t) =Y anexpjwnt, (10.15)
n

dans le cas discret, et
x(t) = / a(w) exp jwtdw, (10.16)
n

dans le cas continu ; avec a, et a(w) indépendants du temps.

Pourquoi cette décomposition ?

— les signaux exponentiels complexes sont les signaux propres des filtres linéaires,

— laréponse d’un systéme linéaire, invariant dans le temps a une excitation est une fonc-
tion sinusoidale, i.e. s(t) = Ae(t)et s(t) = T.e(t), donc T.e(t) = Ae(t) est une équation
aux valeurs propres.

Exemples :

— mécanique : modes de vibrations

— électronique : fonctions de transfert

— optique : diffraction et interférences

— physique du solide et des matériaux : vibrations de réseaux

— acoustique : propagation des ondes dans les milieux solides ou liquides

10.5 Densité spectrale de puissance (DSP) ou spectre de puis-

sance

Nous rappelons la transformée de Fourier X (v, s) d'un signal aléatoire par la fonction (qui
est également aléatoire)

+oo .
X(v,s) = / X(t,s)e 2 d. (10.17)

— 00
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On appelle spectre de puissance ou densité spectrale de puissance la quantité Sxx(v)
donnée par

Sxx(v) = |X(v,s)[?| (10.18)

La puissance spectrale du signal x(t) s’écrit alors

vo+Av/2

Py (v, Av) = /V L, Sex(v)dv (10.19)
.

De la méme maniére que pour les signaux déterministes, la puissance d"un signal aléatoire
ne dépend pas de la représentation choisie.

On vérifie également par une analyse dimensionnelle que Sxx(v) a bien la dimension
d’une densité spectrale de puissance.

10.6 Théoreme de Wiener-Kinchine

Considérons un signal aléatoire, ergodique, stationnaire du second ordre; la fonction
d’autocorrélation donnée par

7x(7) = E [X(OX* (t=7)| — m]?, (10.20)
et la densité spectrale du signal donnée par
Sxx(v) = |X(v)|?, (10.21)

alors le théoréme de Wiener-Kinchine nous démontre que ces deux quantités sont reliées par
la Transformée de Fourier, i.e.

F (')’X(T)> = Sxx(v) | (10.22)

Dans le cas de deux signaux différents, on a

F (rxv(1)) = Sxr(v) | (10.23)

Ce résultat est fondamental : il permet de relier les propriétés spectrales
et les propriétés statistiques des signaux.

Attention aux hypotheses : stationarité du second ordre et ergodisme.
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10.6.1 Cas général du théoreme de Wiener-Kinchine : élément de démons-

tration

Soit un systéeme présenté en figure Fig. 10.2. Soit H (1) la transformée de Fourier de la

réponse impultionnelle /(t) d’un filtre passe bande idéal, d’ou

X(t)

— . = KO

FIGURE 10.2 — Démonstration intuitive du théoreme de Wiener-Kinchine

H(w) =1 pourvy—dv <v <vyy+dv,
=0 sinon.

La réponse du filtre s’écrit
Xo(t) = X(t) = h(t),

et la puissance moyenne

T/—ZT (t)dt = y(t =0).
Or la fonction d’autocorrélation 7y(7) s’écrit (cf Eq.(2.20))
7%,(7) = 7 [ Xo(t)Xolt — Tt = 1(Xo(r) + Xo(=1))
donc
1 1
1%(7) = F(X(1) * h(T) * X(=7) * h(=7)) = = (7xx(7) * h(T) * h(—7)).

Par le théoreme de Plancherel (Eq.(2.41)), il vient :

TF[rx,(0)] = TE[yx(T)]H(v0)H" (vo) = TF[yx(7)],

donc
r)/XO / TF ')/X ZiTIVQTdV.

En exprimant P(vp), on a

P(vo) = 7x,(0 / TF[yx(T

FILTRE Xo ® — P (v )

(10.24)

(10.25)

(10.26)

(10.27)

(10.28)

(10.29)

(10.30)

(10.31)
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Plvg) = / TF[yx (7)]dv. (10.32)
Or
P(vo) = / Sxx (v)dv, (10.33)

ce qui donne par identification de (10.32) et (10.33), le résultat (10.22) du théoreme de Wiener-
Kinchine.

10.7 Corrélation et largeur de bande spectrale

Afin de cerner de fagon plus intuitive la notion de corrélation temporelle, nous allons
proposer une approche de la corrélation dans le domaine spectral.

Considérons un filtre idéal passe bas de bande passante B (Fig. 10.3). Appliquons un bruit
en entrée de ce filtre et calculons la fonction de corrélation du signal de sortie.

b(t) |
FILTRE b'(®)
— | PASSE BAS —3»
B B

FIGURE 10.3 — Corrélation et largeur de bande a travers un filtrage

Le signal b/(t) en sortie est donné par

b'(t) = b(t) x h(t), (10.34)
et la corrélation en sortie s’écrit
vs(T) = s(7) *s(—71) = b(t) * h(T) * b(—7) * h(—7). (10.35)
D’aprés Wiener-Kinchine,
Ss(v) = Sp(v)[H(v) P, (10.36)

avec H(v) = 1si |v| < Bet H(v) = 0 sinon.

L'entrée est un bruit blanc, donc S,(v) = Cte et y,(7) = Cted(7). On en déduit donc
Ss(v) = Ctesi |v| < B et Ss(v) = 0 sinon. Par transformée de Fourier inverse, la fonction de
corrélation du signal aléatoire de sortie est :

sin(27ttB)

= 2CteB
75(7) Ry

(10.37)
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La limitation de bande d"un bruit blanc a pour effet de augmenter la corrélation.
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CHAPITRE 1 1

Exemples de signaux aléatoires

Les signaux aléatoires sont le plus souvent décrit a partir de leur densité spectrale de
puissance. Nous allons voir ici quelques uns d’entre eux et donner leurs propriétés spectrales.

11.1 Bruit blanc - Bruit de marche aléatoire

11.1.1 Bruit blanc

Le bruit blanc provient de l’agitation thermique des électrons dans les conducteurs et les
matériaux. Mais il est également le résultat de toute agitation de transporteur de matiere du
fait de I’environnement extérieur. Il est donc omniprésent dans tout systéme ou un transfert
d’information a lieu.

On l'appelle "bruit blanc" car sa densité spectrale de puissance est constante, ce qui fait
qu’il "possede" toute les fréquences comme un signal optique de couleur blanche. Ces dif-
férentes caractéristiques sont présentées en figure Fig.11.2. La puissance totale de ce bruit
est donc donné par l'intégrale de la densité spectrale de puissance sur la bande spectrale, ce
qui fait que ce bruit est "théoriquement a énergie infinie". On peut également déterminer sa
puissance par la valeur de sa fonction de corrélation pour T = 0 qui se trouve étre égale a la
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variance de la variable aléatoire décrivant la bruit blanc.

Il existe donc différents type de bruit blanc en fonction de la variable aléatoire décrivant
le bruit.

Les plus répandus sont le bruit blanc gaussien ot la variable aléatoire suit une loi gaus-
sienne (Eq.(8.35)) et le bruit blanc uniforme ou la variable aléatoire suit une loi uniforme
(Eq.(8.32)). Ces deux types de bruit présentent des propriétés statistiques différentes (cf Fig.11.1

15! statistique_du_bruit.vi =10j x| B! statistique_du_bruit.vi
Fichier Edition Exécution Outils Parcourit Fenftre Ade ‘D% Fichier Edition Exécution OQutils Parcourir Fenétre Aide
»/ &[@[n] \D #/ 2| @[n]

Bruit

Histogramme Bruit Histogramme

0,5-

0,0-

0,5+

3,3

1,0 . . : : By e—————_ b
a 250 500 ¥SD 1000 1250 1500 1750 1999 1115 20 25 32 250 500 750 1000 1250 1500 1750 1999 &7
Echantillans | Echantillans _
] 5]
000 EDDD
d Gaussien Moyenne Ecart-type Wariance Mode  Skewness  Kurkosis HQ & Moyenne Ecart-type Variance Mode  Skewness Kurbosis
Intervales \Joeorof| [opz |58 | p3s  |Fo7a |poir |bzo | Intervales | jriqrme Foos |99 |poe 037 |foos |Rss |
Hion = oo =
1 | v 4] | [
(a) Bruit uniforme (b) Bruit gaussien

FIGURE 11.1 — Propriétés statistiques du bruit blanc uniforme (a) et gaussien (b)

11.1.2 Bruit de marche aléatoire

Un processus de marche aléatoire (ou mouvement Brownien) consiste a incrémenter ou

décrémenter (avec la méme probabilité P) d"un pas dxg. On peut alors écrire :

(4 dt) = x(£) + € 5%y avecP(e = —1) = P(e = +1) = % (11.1)

ou
x(t+dt) —x(t) = e dxo, (11.2)
x(t+dt) —x(t) = dx(t). (11.3)

En intégrant (11.2), il vient
/dx(t) - 5x0/e, (11.4)

ou encore

x(t) = dxp / €. (11.5)
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Si on suppose le processus € aléatoire, on peut alors considérer le processus vy(t) comme
représenté par l'intégration d’un bruit blanc qui produit un spectre en 1/ f2. En effet d’apres
la relation reliant la TF d’une fonction et la TF de sa dérivée, on a

TF[x(t)] = TF Uedt] - 2ijrfTF[e], (11.6)
d’ou
, |1 1 1
Sx(f) = |TF[x(t)]|" = 21-7th1?[€] = Wse(f) ~ (11.7)

ce qui donne une densité spectrale en 1/ f2. Elle possede donc une valeur quadratique moyenne
croissante en fonction du temps et ce n’est donc pas un processus stationnaire.

11.2 Exemples de Densité Spectrale de Puissance

La figure Figl1.2 présente les caractéristiques du bruit blanc b(t) : la fonction de corréla-
tion est donnée par un delta de Dirac et la densité spectrale est constante. Dans le cas, d"une
impulsion de Dirac, la fonction d’autocorrélation est aussi un Dirac, et la densité spectrale est

L’application est I'identification des systémes.

AXO s oA

XX

bruit blanc VX(T) =5 ('l')
— ? ?
t T v
30) S0 A
impulsion VX(T) =0 (T)
de Dirac
— —
T \Y)

FIGURE 11.2 — Caractéristiques du bruit blanc et de I'impulsion de dirac
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11.3 Signal aléatoire binaire (codage NRZ)

t1

A g
FIGURE 11.3 — Signal temporel NRZ (Non retour i zéro)

Un autre exemple de signal aléatoire utilisé en télécommunications mobiles par le signal
NRZ (Non retour a Zéro) défini par la figure Fig. 11.3. Il correspond également a la norme RS
232 et est utilisé pour la transmission de 30 voies téléphoniques sur 20 km a une fréquence de
2 MHz.

On suppose que ¢, abscisse du premier changement d’état, est une variable aléatoire uni-
forme sur [0, T]. Le signal NRZ est généré par un changement aléatoire d’état a chaque pé-
riode T avec

P(x:A):petP(x:—A):qzl—p:%, (11.8)

pour laquelle, on calcule les différents moments :

E(x) =Ap+(-A)g =0

119
E(x?) = A%p+ (—A)>q = A2 (11.9)
La fonction d’autocorrélation 7y, (t1,t,) dépend de |t — t3]
& si|t; — | > T, x(t1) et x(t2) sont indépendants et de ce fait yx(t1,t) =0
@ si |t —tp| < T, deux cas se présentent
v six(t) et x(t2) sont dans la méme période, alors E(x(t;)x(ty)) = A2
v' sinon E(x(t1)x(t2)) =0
La fonction d’autocorrélation s’écrit donc :
Yx(t1, 1) = A2.P(t; et t, dans la méme période ) + 0.(1 — P) (11.10)

Calculons cette probabilité P. La variable & étant uniforme dans [0, T], on a :
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pv(tl ety Q T) = |t1]_~t2|/

- 11.11
P(tyettyeT) =1-tl (L1

On a donc

_oA2(1 _ =tly a2 Ty
Yx(t1, t2) A1 =) =A(1-%) S%T<T (11.12)
Y« (T) =0 sinon.
Le processus NRZ est donc un processus stationnaire du second ordre sur lequel on peut
donc appliquer le théoreme de Wiener-Kinchine pour en déduire la densité spectrale de puis-

sance donnée par

2
sin(7tvt
Sx(v) = TF[yx(7)] = AT %} (11.13)
i S (f 4AT 2
y (1) 2 “ 91 % de I'énergie
XX A
TF
——— -~
<> - -
T T T l}/T 2}/Tr§/T=>f

FIGURE 11.4 — Fonction de corrélation et spectre du signal NRZ

Le signal possede donc un spectre donnée par la figure Fig. 11.4 pour lequel on constate
que 91% de la puissance est contenue dans le lobe principal. On constate également que la
récupération du signal d"horloge est impossible.

11.4 Signal pseudo-aléatoire - Générateur de signaux aléatoires

La plupart des ordinateurs utilisent des générateurs de signaux pseudo-aléatoires néces-
saires a la simulation. Ceux-ci sont élaborés a partir d’algorithmes utilisant les propriétés
des congruences. Mais en pratique l'intérét de disposer de générateurs de signaux aléatoires
provient de la possibilité de ceux-ci de caractériser les systemes.

Cependant, la génération de 1'aléatoire est impossible avec un dispositif qui est intrinse-
quement déterministe. On ne peut donc que générer des signaux déterministes mais avec un
comportement suffisamment aléatoire pour les considérer comme tel : on dit alors qu’ils sont
pseudo-aléatoires.
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11.4.1 Réalisation électronique du générateur de signaux pseudo-aléatoires

Prenons le cas d'un générateur de N = 3 bits constitué de 3 bascules possédant une fré-
quence d’horloge f;, = 1/7T}, et possédant au moins un état initial a 1 (Fig.11.5) .

ﬂ ou exclusif

somme 3 bascules
modulo 2

- DQ DQ—DQ—=
C o C ® C®

horloge —\h

% horloge
L] Q,
S I B o
\—,7 Q3: sortie
. |

T \

5

FIGURE 11.5 — Un exemple de générateur de signaux pseudo-aléatoires

On a ainsi une période du signal qui estde T = 2N — 1 possédant 2NV ~1 états "1" et 2N—1 — 1
états "0". Si N — oo, on a donc une équiprobabilité des états.
On peut montrer que la fonction d’autocorrélation s’écrit :

-1 2N
Yx(T) = A? SN +2N_1Z N (t—kT) 3. (11.14)
k 1/T,

Le signal étant périodique, la fonction d’autocorrélation I’est aussi (Fig. 11.6). On constate
une composante continue provenant du fait que le signal possede une valeur moyenne S,

N_1)2
non nulle du fait de la non équiprobabilité des états. Si T — oo, le nombre de bascule d(évielr)lt
grand et les caractéristiques du signal sont équivalentes a celles du signal NRZ.

Exemple concret : Sy(f) = A? a 10% prés si f < 0.178f;,. Avec une fréquence d’horloge
de 4 MHz, on peut construire un générateur de bruit aléatoire possédant un spectre blanc

jusqu’a 700 kHz.
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' \ continu

l/Th

—+y

FIGURE 11.6 — Fonction de corrélation et spectre du signal pseudo-aléatoire
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CHAPITRE 1 2

Notions de bruit et fluctuations

La notion de bruit peut étre étendue a toute fluctuation aléatoire intervenant de fagon
perturbative dans un systeme en fonctionnement. Il existe une tres grande variété de bruits
dans les technologies actuelles. Parmi les bruits, on trouve

& le bruit de fond : origines diverses, interne au systéme, externe issu du couplage avec
I'extérieur 9~ tres difficile a caractériser.

@ bruit du systeme : interne + externe

¢ bruit du a la mesure ou a la caractérisation du systeme (exemple : fluctuation de la
référence d'un analyseur de spectre (voir TP TS).

Dans tous les cas de figure, le bruit total sera la superposition de tous ces bruits (qui
peuvent avoir des ordres de grandeur différents), et ce sera celui de plus forte puissance
qui fixera le bruit du systéme (Fig. 14.24). Eliminer un bruit qui s’avere négligeable n’aura
aucun effet sur le bruit total. La réalisation de systemes sans bruit est donc une prouesse
technologique.
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bruit total

S¢) \

différents
<. bruits

T
VvV

FIGURE 12.1 — Influence des différents bruits (supposés non corrélés) dans la contribution totale du
bruit d'un systéme

12.1 Bruit thermique - Origine Physique -Formule de Nyquist

12.1.1 Expérience

Si on mesure la tension aux bornes d'une résistance de grande valeur, on observe une
tension non nulle de quelques microvolts.

L’origine des cette tension provient de l'agitation thermique des électrons dans la résis-
tance. Si on définit 1y le temps moyen entre deux chocs et [ la longueur moyenne séparant
deux chocs, on a Iy = vy, T ot vy, est la vitesse thermique donnée a partir de la thermodyna-
mique statistique de Boltzmann, i.e.

3kT
om =/ >, (12.1)

ott k = 1.38¢23USI, T est la température thermodynamique et 7 la masse de 1'électron.

On peut montrer que la densité spectrale des fluctuations de courant dans la résistance est
donnée par

VT

. 2
Si(v) = <M> , (12.2)

avec T = le %5
De ce fait le spectre est supposé blanc lorsque f < 0.178¢'?> Hz ~ 100 GHz . Si T augmente,
T diminue et on observe un élargissement du spectre.
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12.1.2 Formule de Nyquist

Afin de mesurer la puissance de ces fluctuations, considérons le schéma de la figure
Fig.12.2. L’énergie totale des fluctuations de la variable thermodynamique v(t) est égale a
celle stockée dans le condensateur de mesure, soit

%kT = %c < v*(t) >|, (12.3)

en utilisant les résultats de la thermodynamique de Bolzmann.

La caractéristique spectrale de v(t) est donnée a partir de la fonction de transfert du divi-
seur de tension (Fig. 12.2), i.e.

__EW)
V() =7 e (12.4)
avec T = RC.
R
T°=0
R —L —
- | c | V@
TO 1
C e()
FIGURE 12.2 — Etude expérimentale du bruit thermique
L'énergie est alors donnée par
1
2o _ 24 1F|2
<v? >= |E|2i[arctan(27w’f)]+°°dv _IEP (12.6)
2nt I 2T '
En identifiant (12.3) et 12.6), il vient
|E|> = 2kRT, (12.7)

121 Serge Dos Santos



INSA CVL 3A et 4A Cours de Traitement du Signal Année 2014-2015

qui nous informe que la densité spectrale est indépendante du courant traversant la résis-
tance. La valeur quadratique moyenne de v(f) mesurée dans une bande de fréquence Af est
donc

B
< ?(t) >= / 2kRTdv = 4kRTAf | (12.8)
B

Application numérique : pour T=300 K, B= 1 MHz et R = 500, on trouve < v?(t) >=
8.6 13V2, soit \/< v2(t) > ~ 107°V.

12.2  Autres types de bruits - Bruiten1/f

I existe toute une variété de bruit comme le bruit de grenaille (Shot Noise), lié au pas-
sage des porteurs de charges électriques dans les composants semi-conducteurs (processus
de Poisson).

Mais il existe un bruit omniprésent dans la nature qui porte le nom de bruit en 1/f ou
bruit flicker ou bruit basse fréquence. Ce bruit possede les propriétés suivantes

» origine inconnue!!!!!
stationarité : non démontrée
ergodicité : non démontrée
distribution gaussienne : non démontrée
signal a énergie infinie lorsque f tend vers 0 ou vers l'infini
il ne peut provenir d'un processus de dérivation ou d’intégration

vVvVvVvyyVvyyvyy

Le terme "bruit en 1/ f" provient du fait que la densité spectrale tend vers l'infini lorsque
la fréquence tend vers zéro. On peut résumer la problématique du bruiten 1/ f ainsi. C’est un
processus aléatoire qui possede une probabilité non nulle pour que n'importe quel événement

12.3 Rapport Signal sur Bruit

Le rapport signal sur bruit (RSB) ou SRN (Signal to Noise Ratio) est une grandeur qui
permet de mesurer le rapport entre la puissance du signal par rapport a celle du bruit.

Il n’a de sens qui si le bruit est supposé blanc ou considéré comme blanc dans un montage
a bande étroite.
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12.3.1 Définition
On a

[ﬁ] _u(t) _ ui(t) (12.9)
B | source up(t)  ARToA fpryig

ot u2(t) est la valeur quadratique moyenne de la tension du signal et 13 (t) la tension équiva-
lente de bruit. Le rapport Signal sur Bruit se mesure en dB par la relation suivante :

S S
[EI = 10logy, [EI : (12.10)
dB

12.3.2 Exemple de SNR a la sortie d’'un montage

Considérons le schéma de la figure Fig.12.3. La puissance disponible en sortie est

(12.11)

et le bruit filtré par le montage est donné par

E5(f) = |H(f)PEZ(f). (12.12)

La puissance de bruit disponible en sortie s’