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LES FONCTIONS : LIMITES ET CONTINUITÉ

Obje
tifs

� Connaître les réels.

� Connaître et manipuler la valeur absolue

� Connaître les dé�nitions de limites

� Savoir 
al
uler des limites

� Connaître la notion de 
ontinuité

1 L'ensemble des réels

1.1 Les sous-ensembles de R

Exemple 1. Qu'est 
e qu'un nombre ?

Dé�nition 1.

On distingue plusieurs sous-ensembles de l'ensemble des réels.

� L'ensemble des entiers naturels, noté N.

� L'ensemble des entiers relatifs, noté Z.

� L'ensemble des nombres dé
imaux (Nombre �ni de 
hi�re après la virgule dans l'é
riture

dé
imale), D.

� L'ensemble des nombres rationnels (Quotient de deux entiers relatifs), noté Q. La partie

dé
imale d'un nombre rationnel est périodique à partir d'un 
ertain rang.

� L'ensemble des irrationnels (Les réels non rationnels).

Exemple 2.

Donner un réel de 
ha
un des ensembles pré
édents et déterminer une relation d'in
lusion entre


es ensembles.

Il est important de distinguer 
ha
un de 
es ensembles 
ar 
ha
un a des appli
ations spé
i�ques.

Par exemple :

Ensemble Maths Physique Exemple

N Rang d'une suite Phénomène dis
ret

D Valeur appro
hée Valeur appro
hée

Q Valeur appro
hée d'un irrationnel Proportion

R Fon
tion de R dans R Phénomène 
ontinu

Valeur des termes d'une suite

Question 1. Compléter le tableau pré
édent en donnant un exemple de phénomène physique

pour 
ha
un des 3 ensembles.
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1.2 La valeur absolue

Dé�nition 2.

Soit x un réel. La valeur absolue de x est notée |x|, et l'on a :

|x| = x si x est positif, |x| = −x sinon.

Exemple 3.

É
rire sans valeur absolue

∣

∣

∣

∣

∣

√
2− 1√
2− 3

∣

∣

∣

∣

∣

.

Propriété 1.

� | − x| = |x|
� Inégalités triangulaires : ||a| − |b|| 6 |a+ b| 6 |a|+ |b|
�

√
x2 = |x|

Exemple 4.

Donner des exemples où les inégalités sont stri
tes, et où l'on a l'égalité dans les inégalités

triangulaires, puis démontrer l'inégalité triangulaire.

La valeur absolue est souvent utilisée pour 
ara
tériser les réels appartenant à un intervalle,

grâ
e à la propriété suivante :

Propriété 2.

Soit x, a deux réels et ε un réel stri
tement positif.

� |x− a| = distan
e(a; x)
� |x− a| 6 ε ⇐⇒ x ∈ [a− ε; a+ ε]

Exemple 5.

Représenter sur un axe les assertions pré
édentes.

2 Introdu
tion à la notion de limite sur un exemple prove-

nant de la physique

2.1 L'exemple : la for
e d'attra
tion gravitationnelle

Dans la théorie Newtonienne, la valeur de la for
e d'attra
tion gravitationnelle entre deux points

A et B a pour valeur

FAB = G
mAmB

d2

où mA et mB sont respe
tivement les masses des points A et B, d est la distan
e entre les points

A et B, et où G est une 
onstante.

2.2 Grandeurs, variables et fon
tions

Nous voyons dans l'égalité de l'exemple pré
édent, plusieurs lettres qui peuvent être interprétées

de plusieurs façons suivant le 
ontexte.

On peut par exemple utiliser 
ette formule uniquement d'un point de vue numérique, 
'est à

dire que l'on 
al
ule une des valeurs à partir des autres :
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Exemple 6.

Cal
uler la for
e d'intera
tion gravitationnelle entre deux protons sa
hant que : mA = mB =
1, 67 10−27

kg, G = 6, 67 10−11
N.m

2.kg−2
et d = 2, 32 10−15

m.

On peut aussi 
onsidérer que la for
e F dépend des trois autres grandeurs. En mathématiques,

on dira que F est une fon
tion à trois variables : mA, mB et d.

On peut aussi �xer deux des trois grandeurs, par exemple mA et mB. F sera alors une fon
tion

à une variable, la variable d, et mA et mB seront appelées des 
onstantes.

Exemple 7.

Comment note-on, en mathématiques, l'image de d par F ? Comment s'appelle d par rapport

à G
mAmB

d2
?

2.3 Ensemble de dé�nition

Puisque l'on veut étudier le 
omportement de F en fon
tion de d, il faut 
onnaître les valeurs

possibles pour d. Cet ensemble est appelé ensemble de dé�nition de la fon
tion F . I
i d peut

prendre n'importe quelle valeur stri
tement positive, l'ensemble de dé�nition de la fon
tion F
est don
 égal à ]0; +∞[.

Remarque 1.

Si la fon
tion F était donnée en dehors du 
ontexte physique par F (x) = G
mAmB

x2
, le domaine

de dé�nition de F serait R∗
. Le domaine de dé�nition est don
 di�érent selon que l'on 
onsidère

la fon
tion dans un 
ontexte de physique ou en mathématiques.

Exemple 8.

Donner le domaine de dé�nition de la fon
tion f dé�nie par f(x) =
x2 + 2x− 3

x2 − 1

2.4 Limite de F lorsque la variable tend vers un réel

On ne peut pas 
al
uler F pour d = 0, mais on peut 
al
uler F pour des valeurs de d très

pro
hes de 0. En mathématiques, d peut être aussi pro
he que l'on veut de 0.

Exemple 9.

Que peut-on dire de F (d) lorsque d s'appro
he aussi près que l'on veut de 0 ? Que pensez vous

du résultat du point de vue physique ?

2.5 Limite de F lorsque la variable tend vers +∞
On peut aussi regarder les valeurs de F (d) lorsque d prend des valeurs aussi grandes que l'on

veut.

Exemple 10.

Que peut-on dire de F (d) lorsque d prend des valeurs aussi grandes que l'on veut ? Que pensez

vous du résultat du point de vue physique ?

3 JA-NP-SR



1A M1.1 2018-2019

3 Quanti�
ateurs

3.1 Quanti�
ateur universel ∀
"∀x ∈ E" signi�e :" pour tout élément x de E".

Exemple 11.

É
rire ave
 des symboles mathématiques : " le 
arré d'un nombre réel est toujours positif".

3.2 Quanti�
ateur existentiel ∃ et ∃!
� "∃x ∈ E" signi�e : " il existe au moins un élément x de E".

� " / " ou " , " signi�e : " tel que".

� "∃!", signi�e il existe un unique....

Exemple 12.

É
rire uniquement ave
 des symboles mathématiques :

" L'équation 2x2 − x = 0 admet une solution entière."

" 1 admet un unique anté
édent par la fon
tion ln."

3.3 Négation des quanti�
ateurs

Théorème 1.

1. non (∀x ∈ E P (x)) ⇔ (∃x ∈ E/ non P (x) )

2. non (∃x ∈ E/P (x)) ⇔ (∀x ∈ E non P (x) )

Exemple 13.

É
rire la négation des propositions suivantes :

P : ∃x ∈ R : f(x) = 3.
Q : ∀y ∈ R f(y) est un entier

R : ∀y ∈ F ∃x ∈ E / f (x) = y

4 Dé�nition de la notion de limite

Dans tout 
e paragraphe, on 
onsidère une fon
tion f d'un intervalle I dans R.

a ∈ R ∪ {−∞,+∞}

4.1 Limite �nie en a

Dé�nition 3.

Soit l ∈ R.

Notation : lim
x→a

f(x) = l ou f(x) → l
x→a

, se lit : "f admet l pour limite en a".

1. Cas où a ∈ R : on dit que f admet l pour limite en a si et seulement si :

∀ε > 0, ∃α > 0, ∀x ∈ I\{a}, |x− a| 6 α ⇒ |f(x)− l| 6 ε
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Exemple 14. É
rire, en symboles mathématiques, que lim
x→a

f(x) 6= l.

2. Cas où a = +∞ : on dit que f admet l pour limite en +∞ si et seulement si :

∀ε > 0, ∃A ∈ R, ∀x ∈ I, x > A ⇒ |f(x)− l| 6 ε

3. Cas où a = −∞ : on dit que f admet l pour limite en −∞ si et seulement si :

∀ε > 0, ∃A ∈ R, ∀x ∈ I, x 6 A ⇒ |f(x)− l| 6 ε
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Intuitivement, l'assertion lim
x→a

f(x) = l a la signi�
ation suivante : quelque soit ε > 0, pour que

f(x) soit à distan
e 6 ε de l, il su�t que x soit su�samment voisin de a. Toutefois, il faut
faire attention : 
ette formulation dissimule l'idée importante de la dé�nition à savoir que le

voisinage en question dépend de ε.

Théorème 2. Uni
ité de la limite

Soient f : I → R une fon
tion et soit l et l′ deux réels. On suppose que lim
x→a

f(x) = l et

lim
x→a

f(x) = l′. Alors l = l′.

Remarque 2. La limite en un réel a est unique mais elle n'est pas for
ément égale à f(a).

4.2 Limite in�nie en a

Dans 
e paragraphe, a est une extrémité �nie ou in�nie de l'intervalle I.

Dé�nition 4.

Soient f : I → R une fon
tion.

1. Cas où a ∈ R : on dit que f admet +∞ (respe
tivement −∞) pour limite en a si et

seulement si :

∀B ∈ R, ∃α > 0, ∀x ∈ I\{a}, |x− a| 6 α ⇒ f(x) > B (respectivement, f(x) 6 B)

2. Cas où a = +∞ : on dit que f admet +∞ (respe
tivement −∞) pour limite en +∞ si

et seulement si :

∀B ∈ R, ∃A ∈ R, ∀x ∈ I, x > A ⇒ f(x) > B (respectivement, f(x) 6 B)

3. Cas où a = −∞ : on dit que f admet +∞ (respe
tivement −∞) pour limite en −∞ si

et seulement si :

∀B ∈ R, ∃A ∈ R, ∀x ∈ I, x 6 A ⇒ f(x) > B (respectivement, f(x) 6 B)

On note : lim
x→a

f(x) = +∞ respe
tivement lim
x→a

f(x) = −∞

Exemple 15.

Soit f une fon
tion dé�nie sur R et soit a un réel. Représenter une fon
tion f véri�ant la

propriété suivante :

∃α ∈ R : ∀ε > 0, |x− a| < α =⇒ |f(x)− l| 6 ε
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4.2.1 Limite à droite, limite à gau
he

Dé�nition 5. Limite à gau
he

On suppose que x0 n'est pas la borne gau
he de I. Si on étudie les valeurs de f(x) uniquement

pour x < x0 et x ∈ I alors on dit qu'on étudie la limite à gau
he de f en x0 et on note :

lim
x→x0
x<x0

f(x) ou lim
x→x

−

0

f(x)

Exemple 16. Déterminer lim
x→0−

1

x

Dé�nition 6. Limite à droite

On suppose que x0 n'est pas la borne droite de I. Si on étudie les valeurs de f(x) uniquement

pour x > x0 et x ∈ I alors on dit qu'on étudie la limite à droite de f en x0 et on note : lim
x→x0
x>x0

f(x)

ou lim
x→x

+

0

f(x)

Exemple 17. Déterminer lim
x→0+

1

x

Propriété 3. On suppose que x0 est un élément de I distin
t des bornes de I. Alors f admet

une limite en x0 si et seulement si la limite à droite est égale à la limite à gau
he. La limite de

f en x0 est alors égale à la limite à droite ou à gau
he en x0.

Remarque 3.

Si x0 est une des bornes de I alors :

� Si I =]x0; ... ou I = [x0; .. alors lim
x→x0

f(x) = lim
x→x

+

0

f(x).

� Si I = ...; x0[ ou I = ...; x0] alors lim
x→x0

f(x) = lim
x→x

−

0

f(x).

Exemple 18. On 
onsidère la fon
tion : δ :

R → R

x 7→
{

1 si x = 0
|x|
x

si x 6= 0

δ admet-elle une limite en 0 ?

5 Opérations sur les limites

a est un réel ou l'in�ni.

5.1 Limite d'une somme

lim
x→a

(f(x) + g(x)) =

lim
x→a

f(x) =

lim
x→a

g(x) =
l ∈ R +∞ -∞

m ∈ R

+∞
-∞
0. FI = Forme Indéterminée, 
'est à dire que l'on ne peut rien dire à l'avan
e, tous les 
as sont possibles
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5.2 Limite d'un produit

lim
x→a

(f(x).g(x)) =

lim
x→a

f(x) =

lim
x→a

g(x) =
l > 0 l < 0 0 +∞ -∞

m > 0
m < 0
0
+∞
-∞

5.3 Limite d'un quotient

lim
x→a

f(x)

g(x)
=

lim
x→a

f(x) =

lim
x→a

g(x) =
l > 0 l < 0 0 +∞ -∞

m > 0
m < 0
0+

0−

±∞

Exemple 19.

Donner un exemple de forme indéterminée dans 
ha
un des 
as pré
édents.

5.4 Limite d'une 
omposée de fon
tions

Dé�nition 7.

Soit f une fon
tion dé�nie sur un ensemble I et g une fon
tion dé�nie sur f(I). Alors g ◦ f est

la fon
tion dé�nie sur I par g ◦ f(x) = g(f(x)) pour tout x ∈ I.

Exemple 20.

1. Déterminer f ◦ g et g ◦ f ave
 f(x) = x+ 3 et g(x) = x2 − 1.

2. Déterminer deux fon
tions f et g telles que h = f ◦ g ave
 h(x) =
√
x4 + 2x2 + 1.

Théorème 3.

Soient f : I → R et g : J → R telles que f(I) ⊂ J de sorte que la 
omposée g ◦ f ait un sens.

1. Si f possède une limite (�nie ou in�nie) b en a alors b est un élément ou une borne de J
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2. Si de plus g possède une limite (�nie ou in�nie) l en b, alors g ◦ f admet la limite l en a :







f(x) → b
x→a

g(x) → l
x→b

⇒ g (f(x)) → l
x→a

Exemple 21.

Cal
uler lim
x→+∞

ln

(

1 +
1

x

)

5.5 Limites d'un polyn�me et d'une fra
tion rationnelle en l'in�ni

Théorème 4.

La limite en ±∞ d'une fon
tion polyn�miale P , 
'est à dire une fon
tion qui à tout x asso
ie

un polyn�me, soit P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a1x + a0 est égale à la limite en ±∞ du

terme de plus haut degré de P soit anx
n
, 
'est à dire que l'on a :

lim
x→±∞

anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 = lim
x→±∞

anx
n

Exemple 22. Déterminer la limite de f(x) = 2x2 + 3x− 1 en −∞.

Théorème 5.

La limite en ±∞ d'une fon
tion rationnelle Q, 
'est à dire une fon
tion qui à tout x asso
ie le

quotient de 2 polyn�me, soit Q(x) =
anx

n + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0

bmxm + bm−1xm−1 + · · ·+ b1x+ b0
est égale à la limite en

±∞ du quotient des termes de plus haut degré du numérateur et du dénominateur de Q, 
'est

à dire que l'on a :

lim
x→±∞

anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0
bmxm + bm−1xm−1 + · · ·+ b1x+ b0

= lim
x→±∞

anx
n

bmxm

Exemple 23.

Déterminer la limite de f(x) =
2x2 + 3x− 1

5x2 − x+ 3
en −∞.

5.6 Limite ave
 les fon
tions ra
ines 
arrées

Il y a deux exemples types à 
onnaître :

� Forme indéterminée en +∞ de la forme

√
x+ 3√
x− 4

: on fa
torise par

√
x le numérateur et le

dénominateur.

� Forme indéterminée de la forme

√
x+ 3−

√
x+ 7 : on multiplie et on divise par la quantité


onjuguée

√
x+ 3 +

√
x+ 7.

Exemple 24.

Justi�er que les deux exemples types pré
édents sont bien des formes indéterminées puis 
al
uler

les limites en +∞ à l'aide de la méthode proposée.
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6 Limites et inégalités

6.1 Théorèmes

a est soit un réel soit l'in�ni.

Théorème 6. Passage des inégalités larges à la limite

Soient f, g deux fon
tions de I dans R. On suppose que f et g admettent toutes deux des limites

�nies l et m en a et que f 6 g au voisinage de a alors : l 6 m

Exemple 25.

Si l'on a f, g deux fon
tions de I dans R telles que f et g admettent toutes deux des limites

�nies l et m en a et que f < g au voisinage de a alors a t-on : l < m ?

Théorème 7. Théorème des Gendarmes

Soient f, g, h trois fon
tions de I dans R. On suppose que :







f(x) → l
x→a

h(x) → l
x→a

et f 6 g 6 h au

voisinage de a, alors g(x) → l
x→a

Exemple 26. Déterminer la limite en +∞ de

cosx

x

Propriété 4.

1. Soient f, g deux fon
tions de I dans R. On suppose f(x) → +∞
x→a

et f 6 g au voisinage

de a, alors g(x) → +∞
x→a

2. Soient f, g deux fon
tions de I dans R. On suppose g(x) → −∞
x→a

et f 6 g au voisinage de

a, alors f(x) → −∞
x→a

Exemple 27.

Soit f : R → R, x 7→ x+ cosx. Que vaut : lim
x→+∞

f(x) et lim
x→−∞

f(x) ?

7 Théorème de la limite monotone

Théorème 8.

Soit f une fon
tion dé�nie sur un intervalle I =]a; b[, ave
 a et b dans R∪{−∞; +∞}. Si f est

monotone sur I, alors elle admet une limite �nie ou in�nie en a et en b.

Exemple 28.

1. Que peut-on dire de la limite d'une fon
tion f dans les 
as suivants :

(a) f est stri
tement 
roissante ?

(b) f est majorée ?

2. Quelle(s) 
ondition(s) su�sante(s) doit-on avoir sur f pour que f admette une limite

�nie ? Ces 
onditions sont-elles des 
onditions né
essaires ?
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8 Continuité

8.1 Fon
tion 
ontinue

On étudie i
i la limite d'une fon
tion en un point où elle est dé�nie

Dé�nition 8.

Soient f : I → R une fon
tion.

1. Soit x0 ∈ I. f est 
ontinue en x0 signi�e que :

� f admet une limite �nie en x0

� lim
x→x0

f(x) = f(x0)

Si une de 
es deux 
onditions n'est pas réalisée, on dit que f est dis
ontinue en x0.

2. On dit que f est 
ontinue sur I si et seulement si elle est 
ontinue en tout point x0 de I.

Exemple 29.

La fon
tion δ dé�nie dans l'exemple 18 est elle 
ontinue en 0 ?

Propriété 5.

Si f est 
ontinue en a et si g est 
ontinue en f(a) alors g ◦ f est 
ontinue en a

Exemple 30.

Soit f la fon
tion dé�nie par f(x) = ln(
√
x+ 1). f est-elle 
ontinue en 0 ?

Propriété 6.

Soit f une fon
tion dé�nie 
omme opérations de fon
tions usuelles (sin, cos, fon
tions ration-
nelles...). alors f est 
ontinue sur son domaine de dé�nition.

Remarque 4.

Pour étudier la 
ontinuité d'une fon
tion sur un ensemble, on utilise la propriété pré
édente

sur l'ensemble où f une fon
tion dé�nie 
omme opérations de fon
tions usuelles, et on utilise

la dé�nition 8 pour les autres réels.

Exemple 31.

Soit f la fon
tion dé�nie sur R par :

{

f(0) = 2

f(x) =
sin(x)

x

La fon
tion f est-elle 
ontinue sur R ?
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8.2 Prolongement par 
ontinuité

Dé�nition 9.

Soit f une fon
tion dé�nie sur un intervalle ouvert I, et soit a une borne de I. Si f admet une

limite l en a, on dit que l'on prolonge f par 
ontinuité en a en posant f(a) = l.

Exemple 32.

Soit f la fon
tion dé�nie sur ]0; +∞[ par :

f(x) =
sin(x)

x

Peut-on prolonger f en 0 ?

8.3 Image d'un intervalle par une fon
tion 
ontinue

Dé�nition 10.

Soit I un sous ensemble de R. L'image de I par f est l'ensemble de tous les réels f(x) où x ∈ I.
On note 
et ensemble f(I) et on a don
 f(I) = {f(x)/x ∈ I}

Exemple 33.

Déterminer f(I) ave
 I = [−
√
5; 2, 5] et f la fon
tion partie entière.

Propriété 7.

L'image d'un intervalle par une fon
tion 
ontinue est un intervalle.

Exemple 34.

Donner l'image de [
π

4
;
7π

4
] par la fon
tion sinus.

Propriété 8.

L'image de [a, b] par une fon
tion 
ontinue et 
roissante est [f(a); f(b)].
L'image de ]a, b] par une fon
tion 
ontinue et dé
roissante est [f(b); f(a)[.

Exemple 35.

Montrer que si f est 
ontinue et non monotone la propriété pré
édente est fausse.

Remarque 5.

La propriété pré
édente peut aussi être appliquée à tout type d'intervalle.

Exer
i
es TD n°1

Exer
i
e 1.

Soit A et B deux ensembles. On note A−B l'ensemble {x ∈ A et x /∈ B}.
On 
onsidère les ensembles suivants : N,Z− N,D− Z,Q− D et R−Q.

Dans les 
as suivants, c peut-il appartenir aux ensembles pré
édents ?

1. c = ab où a et b sont deux réels positifs.

2. c =
√
a où a est un réel positif.

3. c =
a + bd

d2 + a2
ave
 a, b, et d trois nombres rationnels non nuls.
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Exer
i
e 2.

Les a�rmations suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

1. Le quotient de deux nombres irrationnels est toujours un irrationnel.

2. En physique, les appli
ations numériques se font ave
 des nombres dé
imaux.

3. Tout réel a une é
riture s
ienti�que.

Exer
i
e 3.

Soit a et b deux réels positifs, ave
 a < b.

1. Donner un réel 
ompris entre

√
a et

√
b.

2.

√
a +

√
b−√

a

3
appartient-il à [

√
a;
√
b] ?

3. Pouvez vous donner une in�nité de réels appartenant à [
√
a,
√
b] ?

Exer
i
e 4.

Déterminer les réels x tels que :

1. |x− 2| < 3

2. |x+ 4| < −1

3. |x+ 5| 6 3

4. |x+ 2| > 5

5. |x+ 5| > −1

6. |x− 2| < 5 et |x− 3| 6 4

7. |x+ 1| < 1 ou |x+ 2| 6 4

8. |x− 5| < 2 et |x+ 1| 6 1

9. |x− 2| < 4 ou |x+ 2| 6 2

Exer
i
es TD n°2-3

Exer
i
e 5.

Soit a et b deux réels. Déterminer en fon
tion de a et b les réels α et β tels que :

x ∈ [a; b] ⇐⇒ |x− α| 6 β.

Exer
i
e 6.

Déterminer les points M(x; y) du plan tels que :

1. |x+ y| = 2

2. |x+ y| 6 2

3. |x|+ |y| 6 3

Exer
i
e 7.

Donner le domaine de dé�nition des fon
tions suivantes :

1. f(x) =
1

x+ 2
;

2. f(x) =
sin x

x

3. f(x) =
√
−2x+ 3

Exer
i
e 8.

É
rire les expressions 
i-dessous ave
 la notation mathématique usuelle (f pour les fon
tions et

x pour la variable), puis donner le domaine de dé�nition de 
ha
une de 
es fon
tions.
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1. H =
r + ω

λω(1− ω2)
(H est appelée fon
tion de transfert).

2. z = 5t2 (z est la distan
e par
ourue par une bille dans une 
hute libre).

3. P =
nRT

V
(P est la pression en thermodynamique).

4. F =
1

4πε0

q1q2
r2

(F est le 
hamp éle
trostatique 
réé par deux 
harges).

Exer
i
e 9.

Dans 
ha
un des 
as suivants, représenter l'allure de la 
ourbe sa
hant que :

1. lim
2+

f = 3, lim
2−

f = −∞, lim
+∞

f = 5 et lim
−∞

f = +∞.

2. lim
−1+

f = −∞, lim
−1−

f = 0, lim
−∞

f = 0 et lim
+∞

f = −∞.

Exer
i
e 10.

Dans les exemples suivants, 
onje
turez les limites de f ? Expliquez pourquoi 
e ne sont que

des 
onje
tures ?

Exer
i
e 11.

Relier les propositions des 2 
olonnes si possible.

∀ε > 0, ∃α > 0 tel que ∀x ∈]5− α; 5 + α[ |f(x)− 5| 6 ε
lim
x→5

f(x) = 5 ∀ε > 0, ∀α > 0 tel que ∀x ∈]3− α; 3 + α[ |f(x)− 5| 6 ε

lim
x→+∞

f(x) = 5 ∀ε > 0, ∃α > 0 tel que ∀x ∈]5− α; 5 + α[ |f(x)− f(5)| 6 ε

lim
x→5

f(x) = +∞ ∃ε > 0, ∀M ∈ R tel que ∀x > M |f(x)− f(5)| 6 ε

lim
x→−∞

f(x) = 5 ∀ε > 0, ∃M ∈ R tel que ∀x > M |f(x)− 5| 6 ε

∃ε > 0, ∀α > 0 tel que ∀x ∈]5− α; 5 + α[ |f(x)− f(5)| 6 ε

Exer
i
e 12.

E
rire, à l'aide de symboles mathématiques, qu'une fon
tion n'admet pas de limite �nie en +∞.

Exer
i
e 13.

Montrer que si f a une limite en a, alors 
ette limite est unique.
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1A M1.1 2018-2019

Exer
i
e 14.

Dans 
ha
un des 
as, représenter une fon
tion véri�ant la proposition.

1. ∃l ∈ R : ∀(a, b) ∈ R2∃x ∈ [a, b] : f(x) = l

2. ∀(a, b) ∈ R2∃l ∈ R∃x ∈ [a, b] : f(x) = l

Exer
i
e 15.

Soit f une fon
tion dont le graphe est le suivant :

1. Conje
turez la limite de f en 0.

2. L'expression de la fon
tion f est : f(x) = 10−2(10 + x2) sin
1 + x2

x
.

Tra
er 
ette fon
tion à l'aide de votre 
al
ulatri
e. Obtenez vous la même 
ourbe ?

3. En regardant simplement l'expression de f , donner l'allure de la représentation de f sur

[−1; 1].

4. Faire apparaître la 
ourbe pré
édente sur votre 
al
ulatri
e.

5. Une représentation graphique est-elle �able pour déterminer une limite ?

Exer
i
es TD n°4 à n°6

Exer
i
e 16. Cal
uler lorsqu'elles existent les limites suivantes

a) lim
x→0

x2 + 2 |x|
x

b) lim
x→−∞

x2 + 2 |x|
x

c) lim
x→2

x2 − 4

x2 − 3 x+ 2

d) lim
x→Π

sin2 x

1 + cosx
e) lim

x→0

√
1 + x−

√
1 + x2

x
f) lim

x→+∞

√
x+ 5−

√
x− 3

g) lim
x→0

3
√
1 + x2 − 1

x2
h) lim

x→1

x− 1

xn − 1

Exer
i
e 17. (Fa
ultatif)

Montrer, à l'aide des dé�nitions pré
édentes, que la fon
tion cos n'admet pas de limite �nie en

+∞.

Exer
i
e 18.

Déterminer les limites des fon
tions suivantes.

1. lim
t→+∞

Rt2 + C

R2ωt2 + C

2. lim
t→0

Rt2 + C

R2ωt2 + C

15 JA-NP-SR



1A M1.1 2018-2019

3. lim
t→+∞

N0e
−kt

.

Exer
i
e 19.

Cal
uler les limites des grandeurs suivantes en a, puis interpréter physiquement le résultat :

1. H =
r + ω

λω(1− ω2)

(a) si la variable est ω et a = +∞, puis a = 1+.

(b) si la variable est r et a = +∞.

2. z = 5t2 a = +∞
3. P =

nRT

V
la variable est V et a = +∞, puis a = 0+.

4. F =
1

4πε0

q1q2
r2

la variable est r et a = +∞, puis a = 0+.

Exer
i
e 20.

Déterminer la limite des fon
tions suivantes :

1. lim
x→+∞

−2x− 3 cosx

2. lim
x→−∞

x+ sin x

3. lim
x→+∞

x+ cosx

x− sin x

Exer
i
e 21.

Les fon
tions suivantes sont-elles 
ontinues en a ?

1. f(x) =
x

√

|x|
pour x 6= 0 et f(0) = 1, ave
 a = 0.

2. f(x) =
x2 + x− 2

x2 + 3x− 4
pour x 6= 1 et x 6= −4 et f(1) = 10 ave
 a = 1.

Exer
i
e 22.

Donner un exemple de fon
tion, di�érent de 
eux déjà vus, admettant une limite en a, mais

non 
ontinue en a.

Exer
i
e 23.

On 
onsidère le 
ir
uit éle
trique 
i-dessous.

Lorsque le 
ir
uit est fermé, on a Uc = Ee−
t

τ
et Ur = Uc ave
 τ une 
onstante positive.

1. Donner le domaine de dé�nition de Uc et Ur.

2. Étudier la 
ontinuité de 
es deux fon
tions sur leur domaine de dé�nition.
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3. Déterminer la limite de UC lorsque t tend vers +∞ et interpréter physiquement le résultat.

Exer
i
e 24.

Étudier la possibilité de prolonger les fon
tions données aux points donnés :

1. f(x) =
x2 − 4

x− 2
en x = 2

2. f(x) =
x2 − 9√
x+ 3

en x = −3

3. f(x) =

√
3x2 + 1− 2

x− 1
en x = 1

Exer
i
e 25.

1. Déterminer l'image de ℄-5 ;0℄ par la fon
tion f dé�nie par f(x) =
1

x− 1
.

2. Résoudre dans R l'inéquation −3 6 x2 < 7.

3. Déterminer l'ensemble des réels I tel que f(I) = J ave
 la fon
tion f dé�nie par

f(x) = e−x2

et J = [−2; 5].

Exer
i
e 26.

Soit f une fon
tion dé�nie sur R.

1. Peut-on avoir f 
ontinue et f non stri
tement 
roissante sur [a; b] et f([a; b]) = [f(a); f(b)] ?

2. Peut-on avoir f non 
ontinue en c ∈]a; b[ et stri
tement 
roissante sur [a; b] et
f([a; b]) = [f(a); f(b)] ?

3. Énon
er la ré
iproque de la ligne 1 de la propriété 8.

4. Cette ré
iproque est-elle vraie ?

Exer
i
e 27.

Soit f la fon
tion dé�nie par f(x) = (−1)E(x)(x − E(x)) où E(x) représente la partie entière

de x 
'est à dire le plus grand entier inférieur ou égal à x. Étudier la 
ontinuité de f .
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