INSA 3. 1A MLL 20202021

LLES FONCTIONS : LIMITES ET CONTINUITE

Objectifs
e Connaitre les réels.
Connaitre et manipuler la valeur absolue
e Connaitre les définitions de limites
e Savoir calculer des limites
e Connaitre la notion de continuité

1 L’ensemble des réels

1.1 Les sous-ensembles de R
Exemple 1. Qu’est ce qu'un nombre ?

Définition 1.
On distingue plusieurs sous-ensembles de ’ensemble des réels.
e L’ensemble des entiers naturels, noté N.
e [’ensemble des entiers relatifs, noté Z.
e L’ensemble des nombres décimaux (Nombre fini de chiffre aprés la virgule dans I'écriture
décimale), D.
e L’ensemble des nombres rationnels (Quotient de deux entiers relatifs), noté Q. La partie
décimale d’un nombre rationnel est périodique a partir d’un certain rang.
e [’ensemble des irrationnels (Les réels non rationnels).

Exemple 2.
Donner un réel de chacun des ensembles précédents et déterminer une relation d’inclusion entre
ces ensembles.

Il est important de distinguer chacun de ces ensembles car chacun a des applications spécifiques.
Par exemple :

Ensemble Maths Physique Exemple
N Rang d’une suite Phénoméne discret
D Valeur approchée Valeur approchée
Q Valeur approchée d’un irrationnel Proportion
R Fonction de R dans R Phénoméne continu
Valeur des termes d’une suite

Question 1. Compléter le tableau précédent en donnant un exemple de phénoméne physique
pour chacun des 3 ensembles.
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1.2 La valeur absolue

Définition 2.
Soit = un réel. La valeur absolue de x est notée |z|, et I'on a :
|z| = x si x est positif, |z| = —z sinon.

Exemple 3.
V2 -1

V2 =3[

Ecrire sans valeur absolue

Propriété 1.

o |—ol=lal
e Inégalités triangulaires : ||la| — |b|| < |a + b] < |a| + |b|

o Va?=lal

Exemple 4.
Donner des exemples ot les inégalités sont strictes, et ou 'on a I’égalité dans les inégalités
triangulaires, puis démontrer 1'inégalité triangulaire.

La valeur absolue est souvent utilisée pour caractériser les réels appartenant a un intervalle,
grace a la propriété suivante :

Propriété 2.

Soit x, a deux réels et € un réel strictement positif.
e |z — a| = distance(a; x)
e z—al<e<=uz€la—ca+t¢]

Exemple 5.
Représenter sur un axe les assertions précédentes.

2 Introduction a la notion de limite sur un exemple prove-
nant de la physique

2.1 L’exemple : la force d’attraction gravitationnelle

Dans la théorie Newtonienne, la valeur de la force d’attraction gravitationnelle entre deux points

A et B a pour valeur
mamp

2
oll m4 et mp sont respectivement les masses des points A et B, d est la distance entre les points
A et B, et ou GG est une constante.

FAB:G

2.2 Grandeurs, variables et fonctions

Nous voyons dans I’égalité de ’exemple précédent, plusieurs lettres qui peuvent étre interprétées
de plusieurs facons suivant le contexte.

On peut par exemple utiliser cette formule uniquement d’un point de vue numérique, c’est a
dire que 'on calcule une des valeurs a partir des autres :

2 JA-NP-SR



| INSTITUT NATIONAL
‘ DES SCIENCES
APPLIQUEES
| CENTRE VAL DE LOIRE

1A M1.1 2020-2021

Exemple 6.
Calculer la force d’interaction gravitationnelle entre deux protons sachant que : my = mp =
1,67 107%"kg, G = 6,67 107" N.m*kg 2 et d = 2,32 1071 m.

On peut aussi considérer que la force F' dépend des trois autres grandeurs. En mathématiques,
on dira que I’ est une fonction a trois variables : m4, mp et d.

On peut aussi fixer deux des trois grandeurs, par exemple m 4 et mpg. F' sera alors une fonction
a une variable, la variable d, et m4 et mp seront appelées des constantes.

Exemple 7.

Comment note-on, en mathématiques, I'image de d par F'? Comment s’appelle d par rapport
. Gm AmE ,
a !

d2

2.3 Ensemble de définition

Puisque 'on veut étudier le comportement de I’ en fonction de d, il faut connaitre les valeurs
possibles pour d. Cet ensemble est appelé ensemble de définition de la fonction F'. Ici d peut
prendre n’importe quelle valeur strictement positive, '’ensemble de définition de la fonction F'
est donc égal & ]0; +oo.

Remarque 1.
mamp

22
de définition de F serait R*. Le domaine de définition est donc différent selon que I’on considére
la fonction dans un contexte de physique ou en mathématiques.

Si la fonction F' était donnée en dehors du contexte physique par F(z) = G , le domaine

Exemple 8.
: e : e 24+ 2x—3
Donner le domaine de définition de la fonction f définie par f(x) = — 21
l‘ —

2.4 Limite de F lorsque la variable tend vers un réel

On ne peut pas calculer F' pour d = 0, mais on peut calculer F' pour des valeurs de d trés
proches de 0. En mathématiques, d peut étre aussi proche que I'on veut de 0.

Exemple 9.
Que peut-on dire de F(d) lorsque d s’approche aussi prés que I'on veut de 0? Que pensez vous
du résultat du point de vue physique?

2.5 Limite de F' lorsque la variable tend vers +oo

On peut aussi regarder les valeurs de F'(d) lorsque d prend des valeurs aussi grandes que 1'on
veut.

Exemple 10.
Que peut-on dire de F'(d) lorsque d prend des valeurs aussi grandes que ’on veut ? Que pensez
vous du résultat du point de vue physique ?
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3 Quantificateurs

3.1 Quantificateur universel V

"Wx € E" signifie :" pour tout élément x de E".

Exemple 11.
Ecrire avec des symboles mathématiques : " le carré d’'un nombre réel est toujours positif".

3.2 Quantificateur existentiel J et J!

e "dr € E" signifie : " il existe au moins un élément z de E".
o /MMM ou espace  signifie : " tel que".
e "J!" signifie il existe un unique....

Exemple 12.

Ecrire uniquement avec des symboles mathématiques :
" L’équation 222 — x = 0 admet une solution entiére."
"1 admet un unique antécédent par la fonction In."

3.3 Négation des quantificateurs

Théoréme 1.
l.non (Vxe £ P(x)) < (Jz€E/nonP(x))
2. non (3xr € E/P(x)) <« (Vx€FE nonP(x))

Exemple 13.

Ecrire la négation des propositions suivantes :
P:dzeR: f(z) =3.

Q : Yy € R f(y) est un entier

R:VyeF JxeE/f(x)=y

4 Deéfinition de la notion de limite

Dans tout ce paragraphe, on considére une fonction f d’un intervalle I dans R.
a € RU{—o0,+00}

4.1 Limite finie en a

Définition 3.

Soit [ € R.

Notation : lim f(z) =1 ou f(x) — [, se lit : " f admet [ pour limite en a".
r—a T—a

1. Cas ot a € R : on dit que f admet [ pour limite en a si et seulement si :

Ve >0,3a >0,V € I\{a},|z—a|<a=|f(x)—1 <e
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Exemple 14. Ecrire, en symboles mathématiques, que lim f(z) # [.
T—a
2. Cas ot @ = 400 : on dit que f admet [ pour limite en 400 si et seulement si :
Ve>0,3JAecRVeel, o> A= |f(z) -1 <¢

[

3. Cas ot a = —o0 : on dit que f admet [ pour limite en —oo si et seulement si :

Ve>0,3AeR Ve e,z < A= |f(x) -1 <e
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Intuitivement, ’assertion lim f(z) = [ a la signification suivante : quelque soit £ > 0, pour que
Tr—a

f(zx) soit a distance < e de [, il suffit que z soit suffisamment voisin de a. Toutefois, il faut
faire attention : cette formulation dissimule I'idée importante de la définition & savoir que le
voisinage en question dépend de €.

Théoréme 2. Unicité de la limite
Soient f : I — R une fonction et soit [ et I’ deux réels. On suppose que lim f(z) = [ et
Tr—a

lim f(z) =1". Alors [ =I".
r—a

Remarque 2. La limite en un réel a est unique mais elle n’est pas forcément égale a f(a).

4.2 Limite infinie en a
Dans ce paragraphe, a est une extrémité finie ou infinie de I'intervalle I.

Définition 4.
Soient f : I — R une fonction.

1. Cas ot @ € R : on dit que f admet 400 (respectivement —oo) pour limite en a si et
seulement si :

VB € R,da > 0,Vz € I\{a}, |z —a| < a = f(x) > B (respectivement, f(x) < B)

2. Cas ont a = 400 : on dit que f admet +00 (respectivement —oo) pour limite en 400 si et
seulement si :

VBeR,dJA e R Ve e I,z > A= f(x) > B (respectivement, f(x) < B)

3. Cas ot a = —o0 : on dit que f admet +o00 (respectivement —oo) pour limite en —oo si et
seulement si :

VBeR,JAe R,V € I, < A= f(r) > B (respectivement, f(x) < B)

On note : lim f(x) = 400 respectivement lim f(z) = —oo
T—a Tr—a
i 0«
| |
: |
S —— |
Exemple 15.

Soit f une fonction définie sur R et soit a un réel. Représenter une fonction f vérifiant la
propriété suivante :

JaeR:Ve>0,lz—a|<a=|f(z) -1 <¢
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4.2.1 Limite & droite, limite & gauche

Définition 5. Limite a gauche
On suppose que z n’est pas la borne gauche de I. Si on étudie les valeurs de f(z) uniquement
pour x < xg et x € I alors on dit qu’on étudie la limite a gauche de f en xy et on note :

Jm_ f(z) ou lim f(x)
r<x0 0

1
Exemple 16. Déterminer lim —
z—=0- T

Définition 6. Limite a droite

On suppose que z, n’est pas la borne droite de I. Si on étudie les valeurs de f(z) uniquement

pour x > g et « € I alors on dit qu’on étudie la limite & droite de f en 2o et on note : lim f(z)
0

xTr>x0
ou lim f(x)
J:—)l‘g

Exemple 17. Déterminer lim —
z—0T T

Propriété 3. On suppose que x est un élément de I distinct des bornes de I. Alors f admet
une limite en zq si et seulement si la limite & droite est égale a la limite & gauche. La limite de
f en x( est alors égale a la limite & droite ou a gauche en x.

Remarque 3.
Si xg est une des bornes de I alors :
e Si [ =|xg;... ou I = [xg;.. alors lim f(z) = lim+ f(z).
T—TQ

ZB*XL’O
e Sil=..,xp[oul=..;xalors lim f(z) = lim f(z).
T—To Tz
R—-R
Exemple 18. On considére la fonction : ¢ : . \lxs|l z=0
—siz#0
x
0 admet-elle une limite en 07
5 Opérations sur les limites
a est un réel ou l'infini.
5.1 Limite d’une somme
lim (£(2) + 9(x)) =
lim f(x) =
. rra leR +o00 -00
lim g(z) =
r—a
m e R
+00
-00

0. FI = Forme Indéterminée, c’est & dire que I'on ne peut rien dire & l’avance, tous les cas sont possibles
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5.2 Limite d’un produit

lim (().9()) =
lim f(z) =

r—a [ >0 [ <0 0 +00 -00

lim g(z) =
Tr—a
m >0
m <0
0
+00

-0

5.3 Limite d’un quotient

)
ilgclz g(x)

lim f(z) =
. ra [>0 <0 0 +o0 -00
lim g(z) =
r—a

m >0
m <0

Exemple 19.
Donner un exemple de forme indéterminée dans chacun des cas précédents.

5.4 Limite d’une composée de fonctions

Définition 7.
Soit f une fonction définie sur un ensemble [ et g une fonction définie sur f(7). Alors go f est
la fonction définie sur I par go f(z) = g(f(x)) pour tout = € I.
Exemple 20.

1. Déterminer foget go f avec f(z) =2+ 3 et g(x) = 2* — 1.

2. Déterminer deux fonctions f et g telles que h = f o g avec h(z) = Va* + 222 + 1.
Théoréme 3.
Soient f: I — Ret g:J — R telles que f(I) C J de sorte que la composée g o f ait un sens.

1. Si f posséde une limite (finie ou infinie) b en a alors b est un élément ou une borne de J
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2. Si de plus g posséde une limite (finie ou infinie) [ en b, alors g o f admet la limite [ en a :

f(x) =
rora = z)) =1
1 79U
x—b
Exemple 21.
Calculer lim In (1 + l)
r——+00 €T

5.5 Limites d’un polynéme et d’une fraction rationnelle en I’infini

Théoréme 4.

La limite en 00 d’une fonction polynémiale P, c’est a dire une fonction qui a tout x associe
un polynome, soit P(z) = ap,a” + a, 12" ' + -+ + a1z + ag est égale a la limite en 0o du
terme de plus haut degré de P soit a,x", c’est a dire que 'on a :

lim a,z" + ap_ 12" '+ -+ @ +a = lim a,z"
r—+o0 r—+o0

Exemple 22. Déterminer la limite de f(z) = 22® + 32 — 1 en —o0.

Théoréme 5.

La limite en 00 d’une fonction rationnelle (), c’est a dire une fonction qui a tout x associe le
, _ ™ + G 12" +a .
quotient de 2 polynome, soit Q(z) = — nol ! 0 est égale a la limite en

meL'm —+ bm_lfL‘mfl + -+ blfL' —+ bo
+o00 du quotient des termes de plus haut degré du numérateur et du dénominateur de @), c’est

a dire que 'on a :

. anT™ + ap 12" N+ a4 ao . a,x"
im =
z—£00 b, ™ + b1 2™ L+ - -+ by + by z—too b, x™

Exemple 23.

202 +3v — 1
Déterminer la limite de f(x) = ;2—‘_—:6% en —oo.
22—z

5.6 Limite avec les fonctions racines carrées

Il y a deux exemples types & connaitre :

vz+3
v —4
dénominateur.

e Forme indéterminée de la forme vz + 3 — v/ + 7 : on multiplie et on divise par la quantité
conjuguée Vr+3+Vr+T.

e Forme indéterminée en +oo de la forme : on factorise par /z le numérateur et le

Exemple 24.
Justifier que les deux exemples types précédents sont bien des formes indéterminées puis calculer
les limites en +o0o a ’aide de la méthode proposée.
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6 Limites et inégalités

6.1 Théorémes

a est soit un réel soit 'infini.

Théoréme 6. Passage des inégalités larges a la limite
Soient f, g deux fonctions de I dans R. On suppose que f et g admettent toutes deux des limites
finies [ et m en a et que f < g au voisinage de a alors : [ < m

Exemple 25.
Si 'on a f, g deux fonctions de I dans R telles que f et g admettent toutes deux des limites
finies [ et m en a et que f < g au voisinage de a alors a t-on : [ <m?

Théoréme 7. Théoréeme des Gendarmes

flx) =1

Soient f, g, h trois fonctions de I dans R. On suppose que : h(;fll et f < g < hau

r—a
voisinage de a, alors g(z) —(
Tr—a

COS X

Exemple 26. Déterminer la limite en 400 de

Propriété 4.
1. Soient f, g deux fonctions de I dans R. On suppose f(x) — 400 et f < g au voisinage de

T—a
a, alors g(z) — 400

Tr—a
2. Soient f, g deux fonctions de I dans R. On suppose g(x) — —oc et f < g au voisinage de
T—a
a, alors f(z) - —o0

T—a

Exemple 27.

Soit f: R = R,z +— x + cosz. Que vaut : lir}rl f(x) et lim f(x)?

T—>+00 T—>—00

7 Théoréme de la limite monotone

Théoréme 8.
Soit f une fonction définie sur un intervalle I =|a; b[, avec a et b dans RU {—o0; +00}. Si f est
monotone sur I, alors elle admet une limite finie ou infinie en a et en b.

Exemple 28.
1. Que peut-on dire de la limite d’une fonction f dans les cas suivants :
(a) f est strictement croissante ?
(b) f est majorée?

2. Quelle(s) condition(s) suffisante(s) doit-on avoir sur f pour que f admette une limite finie ?
Ces conditions sont-elles des conditions nécessaires ?
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8 Continuité

8.1 Fonction continue

On étudie ici la limite d’'une fonction en un point ot elle est définie
Définition 8.
Soient f : I — R une fonction.

1. Soit g € I. f est continue en xq signifie que :
e f admet une limite finie en xg

o lim f(z) = f(x)
Si une de ces deux conditions n’est pas réalisée, on dit que f est discontinue en z.
2. On dit que f est continue sur [ si et seulement si elle est continue en tout point zy de I.

Exemple 29.

La fonction 0 définie dans I'exemple 18 est elle continue en 07

Propriété 5.

Si f est continue en a et si g est continue en f(a) alors g o f est continue en a

Exemple 30.

Soit f la fonction définie par f(x) = In(y/x + 1). f est-elle continue en 0 ?

Propriété 6.

Soit f une fonction définie comme opérations de fonctions usuelles (sin, cos, fonctions ration-
nelles...). alors f est continue sur son domaine de définition.

Remarque 4.

Pour étudier la continuité d’une fonction sur un ensemble, on utilise la propriété précédente
sur ’ensemble ot f une fonction définie comme opérations de fonctions usuelles, et on utilise
la définition 8 pour les autres réels.

Exemple 31.
Soit f la fonction définie sur R par :

La fonction f est-elle continue sur R?
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8.2 Prolongement par continuité

Définition 9.
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I, et soit a une borne de I. Si f admet une
limite [ en a, on dit que I’on prolonge f par continuité en a en posant f(a) = [.

Exemple 32.
Soit f la fonction définie sur |0; +o00[ par :

Peut-on prolonger f en 07

8.3 Image d’un intervalle par une fonction continue

Définition 10.
Soit I un sous ensemble de R. L’image de I par f est 'ensemble de tous les réels f(x) ou z € I.
On note cet ensemble f(I) et on a donc f(I) = {f(x)/z € I}

Exemple 33.
Déterminer f(I) avec I = [—+/5;2,5] et f la fonction partie entiére.

Propriété 7.
L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

Exemple 34.

7
Donner I'image de [Z, ZW] par la fonction sinus.

Propriété 8.

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a; b]

Si f est croissante, 'image de [a,b] par f est [f(a); f(b)].
Si f est décroissante, I'image de ]a, b] par f est [f(b); f(a)].

Exemple 35.
Montrer que si f est continue et non monotone la propriété précédente est fausse.

Remarque 5.

e Si f est définie sur |a;b] et f admet une limite en a, alors on remplace f(a) par lim f(z).
r—ra

e La propriété précédente peut aussi étre appliquée a tout type d’intervalle.

12 JA-NP-SR



INSA .. A ML 2020-2021

Exercices TD n°1

Exercice 1.
Développer les expressions suivantes :

L. (z—1)(z+2)—xz(z—1)
2. (a—"b)(a+Db)
3. (=3x —1)?

Exercice 2.
factoriser les expressions suivantes :

1. 22% — 52? 5. 3a®b + ab — 4ab®
2. 22 — 1+ (3z — 2)(x + 1)

3. (x—1)Bx+2)+ (bx — 3)(—z + 1)
4. 2np —px +p 7.2 48"

6. 2" + nx*"

Exercice 3.
Réduire les fractions suivantes :

" 6xr+4 5 a+3
34 2r 4+ x r—1
2. T S5t + 2
2+ 3b _
3 + 3a 1+2
2 6 20+ 1
4 2ab+b ) 2+a+3
" 3b— 4ab 3—a

Exercice 4.
Simplifier les expressions suivantes :

1. V92 +9
2. V25

1
T+ 2
r—1

Exercice 5.
Soit a et b deux réels positifs, avec a < b.

1. Donner un réel compris entre v/a et Vb.
h—
2. vVa+ % appartient-il & [v/a; Vb ?
3. Pouvez vous donner une infinité de réels appartenant a [v/a, \/l;] ?

Exercice 6.
Déterminer les réels x tels que :
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1. |[x—2] <3 6. |[vr—2| <bHet|z—3 <4
2. lo+4] < -1 7. e+ 1] <1ou|r+2| <4
3. |+ +5[<3

5. |z +5] > -1 9. [z —2|<4doulz+2|<2

Exercices TD n°2-3

Exercice 7.
Soit a et b deux réels. Déterminer en fonction de a et b les réels a et 3 tels que :
x € [a;b] <= |z — o] < 0.

Exercice 8.
Déterminer les points M (z;y) du plan tels que :

L. jJz+yl=2
2. |lv+y| <2
3. |z +lyl <3

Exercice 9.
Donner le domaine de définition des fonctions suivantes :

L J@) = —
2 f(z) = sin x

3. flx)=v—-2x+3

Exercice 10.
Ecrire les expressions ci-dessous avec la notation mathématique usuelle (f pour les fonctions et
x pour la variable), puis donner le domaine de définition de chacune de ces fonctions.

1. H= _rrw (H est appelée fonction de transfert).
Aw(l — w?)
2. z =5t (z est la distance parcourue par une bille dans une chute libre).

RT
3. P= nT (P est la pression en thermodynamique).

1
4. = —— 18
dmeg 12

(F est le champ électrostatique créé par deux charges).

Exercice 11.
Dans chacun des cas suivants, représenter 1’allure de la courbe sachant que :

1. lim f =3, lim f = —o0, lim f =5 et lim f = +o00.
2+ 2~ +oo —00

2. lim f = —o0, lim f =0, lim f =0 et lim f = —oc0.
1+ —1- —00 +0o0
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Exercice 12.

Dans les exemples suivants, conjecturez les limites de f 7 Expliquez pourquoi ce ne sont que
des conjectures?

o —

I
|
—

|
|

!

!

|

a

!

A0 J 3 _l"
|

|

1

|

|

!

|

|
i
|
|
|
u
|
1 | Y
|
!
|
l
|
i

Exercice 13.
Relier les propositions des 2 colonnes si possible.
Ve > 0,3a > 0 tel que Va €]5 — a; 54+ [N N {5} [f(z)—5|<e

ili%f(x) =5 Ve > 0,Va > 0 tel que Vo €]3 — a; 34+ o[NI N {3} [f(z)—5|<e
mgriloof(x) =5 Ve > 0,3a > 0 tel que Vo €]5 — a; 54+ [N {5} [f(z) — f(B)| <¢
glﬁi_)n%f(x):jtoo de > 0,YM € R tel que Vo > M |f(z) — f(5)| < e

J:l—i)IEloof<x>:5 Ve > 0,3M € R tel que Vo > M |f(z) — 5| <e

Je > 0,Va > 0 tel que Vo €]5 — a; 5+ a[NI ~ {5} |f(z)— f(5)| <e

Exercice 14.
Ecrire, a I'aide de symboles mathématiques, qu'une fonction n’admet pas de limite finie en +oo0.

Exercice 15.
Montrer que si f a une limite en a, alors cette limite est unique.

Exercice 16.
Dans chacun des cas, représenter une fonction vérifiant la proposition.

1. A €R:VY(a,b) € R*Fx € [a,b] : f(z) =1
2. VY(a,b) € R*I € R3x € [a,b] : f(x) =1

Exercice 17.
Soit f une fonction dont le graphe est le suivant :
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1. Conjecturez la limite de f en 0.

14+ 22

2. L’expression de la fonction f est : f(z) = 107%(10 + 2?) sin
Tracer cette fonction a 'aide de votre calculatrice. Obtenez vous la méme courbe ?

3. En regardant simplement ’expression de f, donner 'allure de la représentation de f sur
[—1;1].

4. Faire apparaitre la courbe précédente sur votre calculatrice.

5. Une représentation graphique est-elle fiable pour déterminer une limite ?

Exercices TD n°4 & n°6

Exercice 18. Calculer lorsqu’elles existent les limites suivantes

. 2+ 2]z . 22+ 2|x . 2 —4

N LT s
in” Vitaz— V14 a?

d) lim — L e) lim rr T f) lim Vo+5—+va—3

z—II 1 4+ cosx x—0 T T—+00

. V1+22—1 . ox—1
g) lim 5 h) lim

xz—0 T z—=1 g™ — 1

Exercice 19. (Facultatif)
Montrer, a ’aide des définitions précédentes, que la fonction cos n’admet pas de limite finie en
+00.

Exercice 20.
Déterminer les limites des fonctions suivantes.

1 im 7}%2 +C
"ot R20E2 4+ C
5 Rt? +C

150 R2wi? + C
3. lim Nye ™.
t—-+o0
Exercice 21.
Calculer les limites des grandeurs suivantes en a, puis interpréter physiquement le résultat :
r+w
Aw(l — w?)

(a) si la variable est w et a = +oo, puis a = 17,

1. H=

(b) si la variable est et a = +o0.

2. z=>5t a = +oo
nRT
3. P= la variable est V et a = 400, puis a = 07.
1
4. F = a2 la variable est r et a = 400, puis a = 07.
Amey 12
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Exercice 22.
Déterminer la limite des fonctions suivantes :

1. lim —2z —3cosx
r——+00

2. lim z-+sinz
T—r—00

. T+ cosx

3. lim —
z—+oo I — Sin T

Exercice 23.

Les fonctions suivantes sont-elles continues en a ?

x

1. f(zx) = \/ﬁ pour z # 0 et f(0) =1, avec a = 0.

x
2
—2

2. f(x):% pour x # 1 et x # —4 et f(1) = 10 avec a = 1.
Exercice 24.
Donner un exemple de fonction, différent de ceux déja vus, admettant une limite finie en a,
mais non continue en a.

Exercice 25.
On considére le circuit électrique ci-dessous.

1
f
1 Ri
ur
UC__ c1
2
L |

o , _t -
Lorsque le circuit est fermé, on a U. = Fe™ - et U, = U, avec 7 une constante positive.

1. Donner le domaine de définition de U, et U,.
2. Etudier la continuité de ces deux fonctions sur leur domaine de définition.
3. Déterminer la limite de Ug lorsque t tend vers 400 et interpréter physiquement le résultat.

Exercice 26.
Etudier la possibilité de prolonger les fonctions données aux points donnés :

2
—4
1. f(a:):x 5 en xr =2
l‘_
2
-9
2 f(x):x enz = —3

Exercice 27.

1. Déterminer I'image de |-5;0| par la fonction f définie par f(x) = T
l‘ —
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2. Résoudre dans R I'inéquation —3 < 2% < 7.
3. Déterminer 'ensemble des réels I tel que f(I) = J avec la fonction f définie par
flz)=e et J=[-2:5]
Exercice 28.
Soit f une fonction définie sur R.
1. Peut-on avoir f continue et f non strictement croissante sur [a; b] et f([a;b]) = [f(a); f(b)]?

2. Peut-on avoir f non continue en ¢ €la; b| et strictement croissante sur [a; b] et
f(la;0]) = [f(a); f(0)] 7
3. Enoncer la réciproque de la ligne 1 de la propriété 8.

4. Cette réciproque est-elle vraie ?

Exercice 29. (Facultatif)
Soit f la fonction définie par f(z) = (—1)2@(z — E(z)) ot E(x) représente la partie entiére
de x c’est a dire le plus grand entier inférieur ou égal & x. Etudier la continuité de f.
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