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RAISONNEMENTS ET CALCULS

Connaitres les ensembles de nombres

Maitriser les quantificateurs et les types de raisonnements

Savoir résoudre une équation, une inéquation

Savoir résoudre un systéme linéaire de deux équations a deux inconnues

1 Les ensembles

1.1 Les sous-ensembles de R
Exemple 1. Qu’est ce qu'un nombre ?

Définition 1.
On distingue plusieurs sous-ensembles de I’ensemble des réels.
e [’ensemble des entiers naturels, noté N.
e [’ensemble des entiers relatifs, noté Z.
e L’ensemble des nombres décimaux (Nombre fini de chiffre aprés la virgule dans 1’écriture
décimale), D.
e [’ensemble des nombres rationnels (Quotient de deux entiers relatifs), noté Q. La partie
décimale d’un nombre rationnel est périodique a partir d’un certain rang.
e L’ensemble des irrationnels (Les réels non rationnels).

En terme de notations il faudra bien distinguer le symbole € qui est associé & un élément qui
appartient a un ensemble : 1 € N et la notation d’inclusion C qui concerne les ensembles :
NCZ

1.2 Les nombres complexes

Définition 2. Un nombre complexe est de la forme a+1ib avec a, b des réels et i tel que 1> = —1.
Cette écriture est appelée forme algébrique du nombre complexe, a est appelée la partie réelle
et b la partie imaginaire. On note C I’ensemble des nombres complexes.

Exemple 2. Donner la partie réelle et la partie imaginaire des complexes z; = 3 + 2i et
2o =1—2i.

Définition 3. Le nombre complexe a — b est appelé conjugué du complexe z et noté 2
Exemple 3. Déterminer le conjugié de z =1 — 1.

Proposition 1. Soient z; = a+ib et zo = c+1id alors 'addition, la multiplication et le quotient
sont définis comme suite
214+ 2= (a+c)+i(b+d)
21 % 29 = (ac — bd) + i(ad + bc)
21 a+ib  (a+ib)(c—id) (a+ib)(c—id) ac+bd  bc—ad
_— = — = — 1 .
2z c+id  (c+id)(c—id) c? 4 d? cA+d?> A+ d?
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z
Exemple 4. Calculer 21 + 20 2129 s pour les complexes de I'exemple précédent.
<2

Exemple 5. Soit z = —1 + i, calculer z? et montrer que z* + 2z 4+ 2 = 0.

2 Notations mathématiques : implication, équivalence, quan-
tificateurs

2.1 Proposition, ET, OU
Définition 4.

e Une proposition (ou assertion) est un énoncé mathématique qui a une et une seule valeur :
vrai ou faux.

e La négation de la proposition P est la proposition qui est vraie si et seulement si P est
fausse. Elle est notée non(P).

e Si P et () sont deux propositions, Pet() est la proposition qui est vraie si et seulement si
P et () sont toutes les deux vraies.

e Si P et () sont deux propositions, Pou() est la proposition qui est vraie si et seulement si
au moins une des deux propositions P ou () est vraie.

e Les opérateurs non, et, ou, sont reliés par les formules suivantes :

non(PetQ) = (nonP)ou(nonQ).
non(Pou®) = (nonP)et(non@Q).
Exemple 6. Dire si les propositions suivantes sont vraies ou fausses :

1. 136 est un multiple de 17 et 2 divise 167.
2. 136 est un multiple de 17 ou 2 divise 167.

2.2 Implication et équivalence.

Si P et @ sont deux propositions, I'implication P = @ est la proposition non(P)ou Q. Pour
démontrer P = (), on suppose que P est vraie et on démontre que () est vraie.

Remarque 1. En mathématiques si P est fausse alors P = () est vraie.

Lorsque P = () on dit que P est une condition suffisante a () et que () est une condition
nécessaire a P.

Exemple 7.

1. Trouver une condition suffisante mais pas nécessaire pour la proposition A : "z* = 97, et
pour B :7x > 17,

2. Trouver une condition nécessaire mais pas suffisante pour la proposition A : 722 = 97, et
pour B :7x > 1".

On dit que les propositions P et () sont équivalentes si P = () et () = P et dans ce cas,
on note P <— Q.

Exemple 8. Résoudre 'équation (E£): z=+v2—z.
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2.3 Quantificateurs.
2.3.1 Quanditificateur universel "V".

"Wo € E" signifie :" pour tout élément x de E".

Exemple 9.
Ecrire avec des symboles mathématiques : " le carré d’un nombre réel est toujours positif".

2.3.2 Quantificateur existentiel : "3" et "3!".

e "Jr € E" signifie : " il existe au moins un élément z de E" satisfaisant la suite de la
proposition.
o /NN MMM ou espace  signifient : " tel que".

e "J!" gignifie il existe un unique....

Exemple 10.

Ecrire uniquement avec des symboles mathématiques :
" L’équation 222 — x = 0 admet une solution entiére."
" 1 admet un unique antécédent par la fonction In."

2.3.3 Négation des quantificateurs

Théoréme 2.
l.non (Vxe E P(x)) < (Jz€E/nonP(z))
2. non (Jx € E/P(z)) < (VxeE nonP(z))

Exemple 11.

Ecrire la négation des propositions suivantes :
P:dzeR: f(z) =3.

Q :Vy € R f(y) est un entier

R:VyeF JxeE/f(x)=y

1 1
S:3da>0;z € —a,a = f(x)e]—l—o,ﬁ{.

3 Les principes de raisonnements en mathématiques

3.1 Le raisonnement par récurrence

e On vérifie la que la propriété est vraie pour n = ng : ¢’est 'initialisation

e On suppose que la propriété est vraie a 'ordre n pour un certain entier n > ng ce sera
notre hypothése de récurrence et on démontre a 'aide de 'hypothése de récurrence que la
propriété est vraie a I'ordre n + 1 : c’est I’hérédité

e On peut alors conclure que la propriété est vraie pour tout entier n > no.

Exemple 12. Démontrer que pour tout n > 1,

Zk: n(n—l—l).
2
k=1
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3.2 Le raisonnement par ’absurde

Supposons que dans un certain contexte nous voulions prouver une proposition P. Le raisonne-
ment par I’absurbe consiste a supposer que P est fausse puis & mener une preuve qui fournit une
contradiction, ¢’est-a-dire une proposition Q telle que Q soit vraie et "Non Q" aussi (souvent
Q est P mais pas toujours). L’axiome du tiers exclu conduit alors a rejeter "P est fausse" donc
a constater que P est vraie.

Exemple 13. Démontrer que 0 n’a pas d’inverse.

3.3 Le raisonnement par contraposée

P et () étant deux propositions, démontrer P = () est équivalent & démontrer I'implication
dite contraposée non(Q) = non(P)

Exemple 14. Soit m un entier naturel. Démontrer que si m? est pair alors m est pair.

4  Simplifications

4.1 Les identités remarquables

Définition 5. Les factorielles
La factorielle d’un entier naturel n notée n! est définie comme suit :

0l'=1 par convention,

n
n!:1*2*3*...n:Hkpourtoutn>1.
k=1

Sin€Zetn<0,alors n! =0.
Exemple 15. Calculer 2!, 3!, 4!.

Proposition 3. Pour n € N,
nl=(mn-1!xn

nl (n—1)
(n—1" (n+1)!

Exemple 16. Simplifier les expressions suivantes

Définition 6. Les coeflicients binomiaux
Pour k et n deux entiers tels que 0 < k < n

(1) =

Sik<0ouk>n, <”)=0.
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n n n
le 17. Calcul
Exemple Calculer (O)’ (1>, <2>

Proposition 4. Pour tout couple (k,n), on a la relation suivante :
n\ (n-—1 n n—1
k) \k-1 k)
Cela permet de construire le Triangle de Pascal.
5
Exemple 18. Trouver (k) pour 0 < k < 5.

Proposition 5. Soient a et b deux réels

(a+b)* = a® + 2ab + b*
(a —b)* = a* — 2ab + b

(a+b)" = (Z) a"o"k
0

k=
a’? —b? = (a—b)(a+0)
a® — b = (a —b)(a* + ab + b?)

Exemple 19.

Développer (2z — 1)°.
Factoriser 'expression : 22 — 9 + (2 — 3)(z — 3).

4.2 Les fractions

Proposition 6.

a ¢ ad—+be
ddition :— + - =
e addition 7, + y 7
e multiplication : g%
! b d bd
division a,c_ ad
[ ] == = —
b"d be
1 _ 1
Exemple 20. Simplifier au maximum - " =
3176
5
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4.3 Les puissances

Proposition 7. neN peN

a” * aP = q"tP

Va >0 +a=da'?
Exemple 21. Aprés avoir donné leur ensemble de définition, simplifier les expressions sui-

vantes :
NS x

e (x+1).(xi1>_3.

5 Reésolution d’équations et inéquations.

5.1 Equations Polynémiales.
Généralités.

Définition 7. Une fonction polynémiale (ou par abus, un polyndme) est une quantité de
la forme P(z) = a,z" + an_12" 4 ...+ a1z +ag avec n un entier, et les a;, des coefficients réels.
Le degré d’un polynéme est 'indice du coefficient non nul devant la plus grande puissance z*.
Une équation polynomiale est une équation de la forme P(x) = ¢ avec P une fonction polyno-

miale et ¢ un réel.

Exemple 22. P(z) = —a* 4 37 — 2 est un polynéme de degré 4; Q(z) = 2z + 3% est un
polynome de degré 2. (E) : 22 — 3z = 4 est une équation polynomiale de degré 2.

Définition 8. Soit P un polynome. On dit qu’un nombre « est racine de P si P(a) = 0.

Proposition 8. Soit P un polynéme de degré n > 1. Pour tout nombre a, P(a) = 0 <=
P(z) = (z — a)Q(x) avec @ un autre polynome (de degré n — 1). En particulier P a au plus n
racines distinctes.

Cette proposition est trés utile : si 'on connait la factorisation d’un polynéme, on en déduit
ses racines et inversement, si on veut factoriser un polynome il suffit de trouver ses racines.
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Exemple 23. Résoudre (v — 3)(2* + 2) = 0, puis résoudre (z — 3).(z* +2) > 0.

On voit sur 'exemple que pour résoudre une inégalité impliquant un polynoéme, on transforme
le probléme en un probléme d’étude de signe d’un polyndme, que 1'on résout en trouvant ses
racines.

Le cas du degré 1

Définition 9. On appelle polynéme de degré 1 toute fonction f qui & x associe ax + b avec

a # 0.

On appelle équation de degré un une équation de la forme f(z) = 0.

—b
Proposition 9. L’équation f(z) = 0 admet une unique solution — et f est du signe de —a
a
—b —b
sur | — 0o, —| et est du signe de a sur [—, +o0]
a a

Exemple 24. résoudre 3x — 1 < 0.

Le cas du degré 2.
Définition 10.

On appelle trinome du second degré toute fonction f qui a 2 associe az® + bz + ¢ avec a # 0.
On appelle discriminant de Péquation A = b* — 4ac.

Définition 11. Forme canonique d’un trinéme

b c b ¥ oooc b b* — dac
ar” +bxr +c=a(z +am+a) a (w+2a) 4@2—1—@} a{(x+ )

Exemple 25. Donner la forme canonique de 2% — 2z + 3.

Proposition 10.

Pour résoudre 'équation f(x) = 0 et factoriser le trinome du second degré, nous obtenons les
trois suivants :
e si A >0, f admet deux racines distinctes :

—b— VA
T = ——— Ty =
2a

b+ VA

2a

d’ou la factorisation de f :
f(z) =a(z — z1)(x — x2).

Nous en déduisons que f est du signe de a & l'extérieur des racines et du signe de —a a
I'intérieur des racines.
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e si A =0il y a une racine dite double
Tog — —

d’ou la factorisation de f
f(@) = a(z — x0)*

donc f est du signe de a.
e si A <0, f n’admet pas de racines réelles, f est du signe de a sur R. Mais f admet deux
racines complexes conjuguées :

I B VA Lol S e AVA ol

i 2a 2 2a

Proposition 11. Somme et produit des racines
Dans la cas oit A > 0, f(z) = ax® + br + ¢ = a(z — z1)(z — z2) alors

—b

C
1T = — .751"‘1’2:—
a a

Remarque 2. Vous ne passerez pas par le calcul explicite de A dans la cas ol ¢’est une identité
remarquable du type a® — b ou du type a® + 2ab + b* ou lorsque 1'une des racines est évidente.

Exemple 26. Résoudre dans R

1.2 —4=0

2. 2 =5 =0

3. 2°+1=0

4. 2 =22 +5=2

5. 2 +x+1>0

6. 2> —4x — 77> 0

7. trouver le couple de réels (z,y) tels que z +y =8 xy = 12.

Equations et inéquations de degré supérieur

Pour résoudre une équation du type P(z) = 0 avec P un polynome de degré strictement
supérieur a deux on cherchera une racine éveidente de P & savoir un réel a tel que P(a) = 0
puis on factorisera P par x — a en utilisant ’algorithme de la division euclidienne.

Théoréme 12. Si P et () sont deux polynomes alors il existe un unique couple (@, R) tel que
A=BQ+ R deg(R) < deg(Q). Q est appelé le quotient, R le reste.
Exemple 27. Résoudre

1. 2°-8=0

2. —42® 4+ 162° —4r — 24 =0

3. 23 =222+ 2 <0.
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Equations rationnelles

P(x)
Q(x)
une fonction rationnelle (ou une fraction rationnelle par abus). Pour résoudre une équation
ou une inéquation avec des fractions rationnelles, on essaie de simplifier les fractions si possible

puis on transforme le probléme en un probléme sur des polynémes.

est

Définition 12. Soient P et () deux fonctions polynomiales. On dit alors que F'(z) =

Attention, une fraction n’a de sens qu’en dehors des racines de son dénominateur.

2
— 1
Exemple 28. 1. Résoudre rortl 3.
r+1
2_2 1 29 1
2. Simplifier ol et résoudre st <3
x — 22 T — 12

5.2 Les systémes linéaires de deux équations a deux inconnues

Définition 13. Un systéme linéaire de deux équations a deux inconnues est un systéme de la
forme

ar +by=e
( ){ cr+dy=f

avec a,b,c,d des réels. Résoudre un tel systéme c’est trouver 'ensemble des couples (z,y)
satisfaisant les deux équations du systéme.

Pour résoudre un tel systéme nous allons le transformer en un systéme équivalent par des
combinaisons linéaires (du type L; < L; + aL; pour un coefficient a bien choisi) jusqu’a
pouvoir conclure.

Exemple 29. Résoudre

20 +y =3
(S){ —4dx +by=1

5.3 Equations et Inéquations avec les valeurs absolues

Définition 14.
Soit  un réel. La valeur absolue de z est notée |x|, et 'on a :
|x| = z si x est positif, |z| = —z sinon.

Exemple 30.
V2 -1

V2 -3

Ecrire sans valeur absolue

Propriété 1.

o |zyl = || *[y|
o [~ al = o
e Inégalités triangulaires : ||a| — [b]] < |a + b| < |a| + |0

o Va? = af
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Exemple 31.
Donner des exemples ot les inégalités sont strictes, et ou l'on a I'égalité dans les inégalités
triangulaires.

La valeur absolue est souvent utilisée pour caractériser les réels appartenant a un intervalle,
grace a la propriété suivante :

Propriété 2.

Soit x, a deux réels et € un réel strictement positif.
e |z — a| = distance(a; z)

lr—a|<e<=x€fa—¢ca+¢

| X| <e<= X € [—¢;¢]

| X| > e <= X €] — 00; —¢] U [+¢, +o0]

Exemple 32. Résoudre
1. Jx—=1]=-1
2. 20+3| >4
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6 Exercices

6.1 TD1

Exercice 1. Calculer z; + 29, 2122,2—; pour les complexes z;1 =2+ 1 et 29 = 1 + 2i.
Exercice 2.

Soit la proposition P :x > 1.

QL : 22> 1.

Q2 : 2% <0.

Q3 :x—2=0.

Q4 x <2

Q5 :dy=>0;2=c¢€".

Q6 :z € [2,3].

Dire si chacune des propositions est pour P une condition nécessaire non suffisante, une condi-
tion suffisante non nécessaire, une condition nécessaire et suffisante, ou ni I'un ni 'autre.

Exercice 3.

Dire si les propositions suivantes sont vraies ou fausses
1.3z eR,(z+1=0etx+2=0)

2. (FzeRaz+1=0)et(FTzreR,xz+2=0)

3. VeeR, (z+1#00uz+2+#0)

4. Ve > 0,da e R,—e <a <e¢

5. da e R,Ve > 0,—e<a<¢

Exercice 4.
Soit f une fonction de la variable réelle, nier les assertions suivantes

1. Ve e R, f(z)#0.

2.VM >0 3A>0,Vx > A, f(x) > M.
3. Vx e R, (f(x) >0=x <0).

4. VY(a,b) € R*;a <b = f(a) < f(b).

6.2 TD2
Exercice 5. Soit ¢ # 1 et n > 1. Démontrer que
n . 1 — qn+1
Z T = 1 —
k=0 q

Exercice 6. Démontrer par I’absurde l'irrationalité de V2.

Exercice 7. Démontrer les propositions suivantes par la contraposée :
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1. "Si z est un réel tel que 2® < 1 alors & > —1"

2. soit a un réel montrer que : Ve >0, —e <a<e = a=0

Exercice 8.
Développer les expressions suivantes :

L (z—1)(z+2) —z(x—1)

2. (=3z —1)?
3. (x—2)°
4. (20 —1)*

Exercice 9.
Factoriser les expressions suivantes :
1. 223 — 522
2. 22 — 1+ 3z — 2)(z + 1)
3. (x—1)Bx+2)+ 5z — 3)(—x + 1)
4. 2np —pr +p

Exercice 10.

Déterminer les réels x tels que x = /2x + 3

6.3 TD3 et début du TD4

Exercice 11. Résoudre dans R :
1. 2 +4x+15=0
2. 2*+4x+4=0

3. —22°4+3x4+5=0

4

11
" 6r 2249
1
5. — T —
2—4 z4+2
1 1

6. —+ <1
r x+4
7. sans calculs 2% — (\/§+ m)x + ™2 =0
8
9

. (Bz+4)* < (z—3)?

c2® =250 >0
10. (x+1)* > (z 4+ 1)(1 — 27)
11. 2° —52° +8r —4 >0
12. 1— 82 = (2 — 4a) (v + 2)

5. 3a%b + ab — 4ab?
6. 2" + nx*"

7. 2" 4+ 8"

13. trouver le couple de réels (x,y) tels que x + y = —4 et zy = 3.

Exercice 12. Résoudre dans C :
1. 2> +4r +5=0.
2. 23 4+4x = 0.
3. 2 +4z -3 =0.
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6.4 Fin TD4 et TD5

Exercice 13.
Déterminer les réels x tels que :

L |z =2 <3 6. [z —2|<bet|z—3 <4
2. o +4] < -1 T le+1]<1ou|r+2 <4
3. |z +5] <3

5. |z +5| > —1 9. [x—2| <4oulr+2/<2

Exercice 14.
Déterminer les points M (z;y) du plan tels que :

L. lz4+yl=2
2. |lr+y| <2
3. |z +lyl <3

Exercice 15.

Résoudre les systémes ci dessous
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