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FONCTIONS DE DEUX VARIABLES

Dans tout 
e 
hapitre, A désigne une partie de R

2
, 
'est à dire un plan privé d'un point, un

demi-plan, un disque, un re
tangle, une ellipse...

1 Généralités

1.1 Fon
tions de R

n
dans R

p

En mathématiques vous avez vu jusqu'à présent des fon
tions de R dans R. (Une seule variable

et l'image est un réel), mais on peut aussi 
onsidérer n variables et un p-uplet de réels 
omme

image, on a alors une fon
tion de R

n
dans R

p
.

Exemple 1. Déterminer n et p dans les exemples suivants :

1. On 
onsidère la traje
toire d'un point M dans l'espa
e d'équations






x(t) = 
os t

y(t) = 3 sin t

z(t) = 2t− 3

2. Le 
hamp de ve
teurs

~V(x+ 2y; 3y+ z; x2 − xy)

3. le potentiel s
alaire f(x, y, z) = −2x + 3y + 2z

Dé�nition 1. Une fon
tion de R

n
dans R

p
est dé�nie de la façon suivante :

(x1, x2, ...., xn) → (f1(x1, x2, .., xn), f2(x1, x2, .., xn), ..., fp(x1, x2, ..., xn))

Pour simpli�er les notations et la 
ompréhension des di�érentes notions nous prendrons dans

la suite du 
ours n = 2 et p = 1. La généralisation se fait aisément pour n > 2 en ajoutant

des termes ou des 
oordonnées aux formules que nous verrons.

1.2 Fon
tions à deux variables

On note F(A,R), l'ensemble des fon
tions de A dans R. On dé�nit alors une fon
tion de

deux variables par la relation suivante :

f :
A → R

(x, y) 7→ z = f(x, y)

Par exemple, la relation PV = nRT des gaz parfaits, nous permet d'é
rire par exemple T en

fon
tion de P et V. On aura alors T = f(P, V) ave
 f(x, y) =
xy

nR
.

La représentation graphique d'une fon
tion de deux variables est une surfa
e dans R

3
d'équation

z = f(x, y).
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Pour dessiner la surfa
e, le logi
iel tra
e des lignes de niveaux, 
'est à dire qu'il tra
e les lignes

Ck où une des deux variables x ou y de M(x, y, f(x, y)) est 
onstante et égale à k. Certains

logi
iels tra
ent aussi les lignes de niveau f(x, y) = k.

Exemple 2. Pour la fon
tion suivante, tra
er les lignes de niveaux Ck dans un plan pour

k 2 {0; 1; 2; 3}, et en prenant su

essivement x = 0 et y = 0, puis f(x, y) = k et en�n en

déduire l'allure de la surfa
e en dimension 3 :

f(x, y) = x2 + y2

Dé�nition 2. Fon
tion partielle de R

2

Soit f : A → R. Soit M0(x0, y0) 2 A. On appelle fon
tions partielles asso
iées à f en M0 les

fon
tions de R dans R dé�nie par :

fy0 : x 7→ f(x, y0)

fx0 : y 7→ f(x0, y)

Exemple 3. Soit f(x, y) =
(2− y) 
os(xy)

1+ x2
.

Déterminer les fon
tions partielles de f au point (0; 1).

2 Limites, 
ontinuité en un point

2.1 Dé�nitions et propriétés

Soit f dé�nie sur un partie U de R

2
, à valeurs dans R, et M0 un point de R

2
. On note d(A,B)

la distan
e entre les points A et B et

AB = d(A,B) = k

~ABk =
q

x2 + y2

ave
 x = xb − xa et y = yb − ya

Dé�nition 3. Limite �nie

On dit que lim

M→M0

f(M) = l si :
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pour toute distan
e non nulle ε (aussi petite soit-elle), il existe toujours un disque ouvert


entré en M0, telle que pour tout pointM appartenant au disque et au domaine de dé�nition,

l'é
art entre f(M) et l est plus petite que ε. Autrement dit on a :

8ε > 0, 9α > 0/8M 2 U, d(M0,M) < α ⇒ |f(M) − l| 6 ε

Exemple 4. Déterminer lim

M→O
f(M) ave
 f(M) = f(x, y) = sin

�

x2 + y2
�

.

Dé�nition 4. Limite égale à plus l'in�ni

On dit que lim

M→M0

f(M) = +∞ si et seulement si : pour tout réel A (aussi grand que l'on veut),

il existe toujours un disque ouvert 
entré en M0, telle que pour tout point M appartenant

au disque et au domaine de dé�nition, f(M) est supérieur à A.

8A 2 R, 9α > 0/8M 2 U, d(M0,M) < α ⇒ f(M) > A

Dé�nition 5. Limite égale à moins l'in�ni

On dit que lim

M→M0

f(M) = −∞ si et seulement si : pour tout réel A (A < 0 et |A| aussi grand

que l'on veut), il existe toujours un disque ouvert 
entré en M0, telle que pour tout point M

appartenant au disque et au domaine de dé�nition, f(M) est inférieur à A.

8A 2 R, 9α > 0/8M 2 U, d(M0,M) < α ⇒ f(M) 6 A

Exemple 5. Déterminer lim

M→0
f(M) ave
 f(M) = f(x, y) =

1

x2 + y2
.

Tous les théorèmes vus sur les fon
tions d'une variable sont transposables aux fon
tions de

deux variables. En parti
ulier le théorème des Gendarmes qui dit i
i :

Théorème 1. Soit f : A → R et g : A → R telles que pour tout (x, y) pris au voisinage de

(x0, y0), |f(x, y)| 6 g(x, y) alors : Si lim

(x,y)→(x0,y0)
g(x, y) = 0 alors lim

(x,y)→(x0,y0)
f(x, y) = 0

Dé�nition 6. On dit que f est 
ontinue en (x0, y0) si et seulement si : lim

M→M0

f(M) = f(M0).

2.2 Cal
ul pratique d'une limite

Soit M0 un point appartenant à la frontière du domaine de dé�nition et n'appartenant pas

au domaine de dé�nition.

2.2.1 La fon
tion admet une limite en M0

Lorsque le 
al
ul d'une limite n'est pas évident, on peut utiliser des majorations.

Exemple 6.

Soit f la fon
tion dé�nie par f(x;y) =
xy2

x2 + y2
.
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1. Montrer que |xy| 6
1

2
(x2 + y2).

2. En déduire que |f(x, y)| 6
|y|

2
.

3. Puis la limite de f en (0, 0).

Remarque 1. On peut aussi utiliser un passage en 
oordonnées polaires en posant : x = r 
os θ

et y = r sinθ, et en remarquant que :

((x, y) −→ (0, 0) ⇐⇒ (r → 0 et θ quel
onque)

Exemple 7. Reprendre l'exemple pré
édent en passant en 
oordonnées polaires.

2.2.2 La fon
tion n'admet pas de limite en M0

Proposition 2 (Règle des 
hemins).

Soit u et v deux fon
tions 
ontinues telles que lim

x→x0
u(x) = y0 et lim

y→y0
v(y) = x0. Si f admet

une limite l en (x0, y0) alors on a lim

x→x0
f(x, u(x)) = l et lim

y→y0
f(v(y), y) = l

Remarque 2. Attention, la ré
iproque de 
ette proposition est fausse : si f admet des limites

égales sur un ou plusieurs 
hemins, 
ela ne signi�e pas que f admet une limite.

Par 
ontraposée,

Proposition 3.

Si les limites sur deux 
hemins di�érents ne sont pas égales alors on en déduit que f n'a pas

de limite en (x0, y0).

On utilisera souvent 
ette propriété pour montrer que f n'admet pas de limite.

Exemple 8. Montrer que la fon
tion f dé�nie par : f(x, y) =
xy

x2 + y2
n'admet pas de limite en

(0, 0).

Remarque 3. On peut aussi utiliser le 
hangement de variables x = r 
os θ et y = r sinθ et

montrer que f(x, y) dépend de θ lorsque r tend vers 0.

Exemple 9. Reprendre l'exemple pré
édent ave
 la méthode pré
édente.
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3 Dérivées partielles

3.1 Dé�nition

Soit U un ouvert de R

2
et f une fon
tion de U dans R. On dit que f admet des dérivées par-

tielles en M0(x0, y0) si lim

t→0

f(x0 + t, y0) − f(x0, y0)

t
et lim

t→0

f(x0, y0 + t) − f(x0, y0)

t
sont �nies.

On note alors :

∂f

∂x
(x0, y0) = lim

t→0

f(x0 + t, y0) − f(x0, y0)

t
∂f

∂y
(x0, y0) = lim

t→0

f(x0, y0 + t) − f(x0, y0)

t

On observe ainsi, que les dérivées partielles ont pour valeurs les dérivées des appli
ations

partielles fx0 et fy0 .

Exemple 10. Cal
uler les dérivées partielles de f(x, y) = x2y8 + ex.

Exemple 11.

Soit f la fon
tion dé�nie sur R

2
par :






f(x, y) = (x2 + y2) sin
1

q

x2 + y2
si (x, y) 6= (0, 0)

f(0, 0) = 0

Déterminer

∂f

∂x
(0, 0)

3.2 Fon
tions de 
lasse C

1

Soit f une fon
tion de U dans R admettant en tout point de U des dérivées partielles. On dit

que f est de 
lasse C

1
sur U si et seulement si les dérivées partielles de f sont 
ontinues sur

U. On note C

1(U) l'ensemble des fon
tions de 
lasse C

1
sur U. C'est un sous espa
e ve
toriel

de F(U,R).

Exemple 12.

La fon
tion dé�nie à ?? est-elle de 
lasse C1
sur R ?

3.3 Dérivées partielles d'une 
omposée

Propriété 1.

Soit f une fon
tion de R

2
dans R dé�nie par f(X, Y) et φ une fon
tion de R

2
dans R

2
telle

que

φ(x, y) = (φ1(x, y), φ2(x, y)). Soit g la fon
tion dé�nie par g(x, y) = f(φ(x, y)).

On a alors :

∂g

∂x
(x0, y0) =

∂f

∂X
(φ(x0, y0))

∂φ1

∂x
(x0, y0) +

∂f

∂Y
(φ(x0, y0))

∂φ2

∂x
(x0, y0)

∂g

∂y
(x0, y0) =

∂f

∂X
(φ(x0, y0))

∂φ1

∂y
(x0, y0) +

∂f

∂Y
(φ(x0, y0))

∂φ2

∂y
(x0, y0)
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e que l'on traduit par abus de notation par :

∂g

∂x
=

∂f

∂X

∂φ1

∂x
+

∂f

∂Y

∂φ2

∂x
=

∂f

∂X

∂X

∂x
+

∂f

∂Y

∂Y

∂x

∂g

∂y
=

∂f

∂X

∂φ1

∂y
+

∂f

∂Y

∂φ2

∂y
=

∂f

∂X

∂X

∂y
+

∂f

∂Y

∂Y

∂y

Exemple 13.

Cal
uler

∂f

∂y
ave
 f(x, y) = g(x2 + 2y, 3xy).

On utilisera les 
hangements de variables dans les équations aux dérivées partielles.

3.4 Dérivées partielles d'ordre 2

Soit f une fon
tion de 
lasse C

1
sur un ouvert U de R

2
. Si les fon
tions dérivées partielles

premières

∂f

∂x
et

∂f

∂y
sont de 
lasse C

1
sur U, on dit que f est de 
lasse C2

sur U. On note

∂2f

∂x2
,

∂2f

∂y2
,

∂2f

∂x∂y
et

∂2f

∂y∂x
les dérivées partielles se
ondes de f.

Théorème 4 (de S
hwarz). Si f est de 
lasse C2
sur U alors on a :

∂2f

∂x∂y
=

∂2f

∂y∂x

4 Di�érentielle

4.1 Fon
tion di�érentiable

Dé�nition 7. Fon
tion di�érentiable

S'il existe deux réels m et p, ainsi qu'un disque D 
entré en (x0, y0) tels que pour tout

(h, k) 2 D :

f(x0 + h, y0 + k) = f(x0, y0) +mh + pk+ k (h, k) k φ(x0 + h, y0 + k)

ave
 lim

(h,k)→(0,0)
φ(x0 + h, y0 + k) = 0

alors on dit que :

� la fon
tion f est di�érentiable en (x0, y0) et m =
∂f

∂x
(x0, y0) et p =

∂f

∂y
(x0, y0).

� f(x0, y0) + h
∂f

∂x
(x0, y0) + k

∂f

∂y
(x0, y0)+ k (h, k) k φ(x0 + h, y0 + k) est le développement

limité de f d'ordre 1 en M0.

Exemple 14. Déterminer le DL1((π, 1)) de f(x, y) = x3 + y3

os x.

Remarque 4.

Si f admet des dérivées partielles en (x0, y0), alors f n'est pas for
ément di�érentiable en

(x0, y0).
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Exemple 15.

Soit f la fon
tion dé�nie par f(x, y) =
xy2

x2 + y2
si (x, y) 6= (0, 0) et f(0, 0) = 0.

1. Montrer que f admet deux dérivées partielles en (0, 0), et 
al
uler ses dérivées partielles.

2. Si f était di�érentiable en 0, déterminer la fon
tion φ.

3. Cal
uler φ(x, x) pour x > 0.

4. Con
lure

Proposition 5.

Si f est de 
lasse C1
, alors f est di�érentiable, 
'est à dire qu'il su�t que les dérivées partielles

soit 
ontinues pour que f soit di�érentiable.

Cela implique don
 que la fon
tion de l'exemple pré
édent n'est pas de 
lasse C

1

Remarque 5.

Il n'est pas né
essaire que f soit de 
lasse C1
pour que f soit di�érentiable.

Exemple 16.

Montrer que la fon
tion de ?? est di�érentiable mais pas de 
lasse C1
.

Dé�nition 8. Appli
ation di�érentielle

Soit f une appli
ation di�érentiable en (x0, y0).

L'appli
ation df(M0) : (h, k) 7→ h
∂f

∂x
(M0) + k

∂f

∂y
(M0) est une forme linéaire sur R

2

'est à

dire une appli
ation linéaire de R

2
dans R.

On l'appelle di�érentielle de f en M0.

4.2 Des maths ... à la physique

Des maths ...

Pour simpli�er l'é
riture, on note df(M0) = df.

On a don
 df(h, k) =
∂f

∂x
h+

∂f

∂y
k

On appelle dx et dy les appli
ations di�érentielles respe
tivement des fon
tions (h, k) 7→ h

et (h, k) 7→ k.

Exemple 17. Montrer que l'on a dx(h, k) = h et dy(h, k) = k.

On peut don
 é
rire :

df(h, k) =
∂f

∂x
dx(h, k) +

∂f

∂y
dy(h, k)

soit df =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy ave
 dx et dy des appli
ations.

... à la physique
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On note ∆f(h, k) = f(x0 +h, y0 + k) − f(x0, y0). ∆f est don
 la variation de f autour du point

M(x0, y0).

On vient de voir, ave
 la dé�nition de la di�érentielle, que ∆f(h, k) �
∂f

∂x
dx(h, k)+

∂f

∂y
dy(h, k)

pour (h, k) pro
he de (0, 0), et d'autre part, il est d'usage de noter en physique, une petite

variation de x par dx et une petite variation de f par df. Don
, en 
onfondant la fon
tion dx

ave
 son image dx(h, k) et ∆f ave
 df, on obtient l'interprétation physique de la di�érentielle :

df(h, k) =
∂f

∂x
dx +

∂f

∂y
dy C'est une approximation à l'ordre 1 de la variation de f pour

d'in�nitésimales variations de x et y.

Exemple 18. Soit S = xy la surfa
e d'un re
tangle de dimensions x et y.

A l'aide d'un raisonnement physique, déterminer une petite variation de la surfa
e.

A.N. : x = 10, y = 2, dx = 0, 1 et dy = 0, 01.

4.3 Gradient

Dé�nition 9. Soit f de 
lasse C

1
sur U. En tout point M0, il existe un unique ve
teur appelé

gradient de f en M0 noté grad f(M0) ou rf(M0) dont les 
oordonnées dans la base 
anonique

de R

2
sont :

 

∂f

∂x
(M0),

∂f

∂y
(M0)

!

.

Exemple 19. Soit f dé�nie par f(x, y) = x2 + 3xy. Déterminer son gradient au point de 
oor-

données (2 ;-3).

Remarque 6. On remarque que : df(h, k) = grad f � (h, k)

Proposition 6. Interprétation géométrique du gradient soit f une fon
tion telle que f(x0, y0) = z0
et f de 
lasse C1

sur R

2
.

� le gradient de f en M0(x0, y0) est orthogonal en M0 à la ligne de niveau d'équation

f(x, y) = z0.

� la variation positive de f est maximale dans le sens du gradient

Exemple 20. Soit f la fon
tion dé�nie par f(x, y) = x2 + y2
.

Illustrer la propriété pré
édente au point M0(1; 1; f(1; 1)).

Exemple 21.

La propriété 
i-dessus peut-être obtenue à partir de l'idée suivante :

1. Donner la dé�nition de

~u � ~v.

2. On suppose que ||(h, k)|| est 
onstant et pro
he de 0.

(a) Que peut-on dire de l'ensemble des points M tels que

−−−→
M0M = (h, k) ?

(b) Déterminer les ve
teurs (h, k) tels que df(h, k) est maximal, puis minimal et nulle.

8 JA-NP-SR



1A 2018-2019

(
) En déduire une justi�
ation de la propriété pré
édent.

Remarque 7. L'exemple pré
édent permet une justi�
ation géométrique, mais elle repose sur

une approximation et n'est don
 pas très rigoureuse. On peut obtenir de façon rigoureuse le

résultat pré
édent en utilisant la représentation paramétrique de la ligne de niveau. On verra


ela dans un pro
hain 
hapitre.

4.4 Plan tangent à une surfa
e

Par analogie ave
 l'équation d'une tangente pour les fon
tions de R dans R, on dé�nit de

même le plan tangent en un point (x0, y0, f(x0, y0) à la surfa
e d'équation f(x, y) = z par

l'équation :

z = f(x0, y0) + (x− x0)
∂f

∂x
(x0, y0) + (y − y0)

∂f

∂y
(x0, y0)

Exer
i
es TD

Exer
i
e 1.

Cha
une des fon
tions suivantes est-elle prolongeable par 
ontinuité en (0,0) ?

1. f(x, y) =
x2 + y2

x

2. f(x, y) =
x2y

x2 + y2

3. f(x, y) =
x2 + y2

|x| + |y|

4. f(x, y) =
xy

x3 + 3y2

5. f(x, y) = (x+ y2) sin

 

1

xy

!

6. f(x, y) =
1− 
os(xy)

y2

Exer
i
e 2.

Soit f la fon
tion dé�nie par f(x, y) =
x2y

q

x4 + y2
pour (x, y) 6= (0, 0) et f(0, 0) = 0.

1. Soit D une droite quel
onque passant par l'origine. Montrer que la restri
tion de f à D

est 
ontinue en (0,0).

2. Peut-on en déduire que f est 
ontinue en (0,0) ? L'est-elle néanmoins ?

Exer
i
e 3. La loi des gaz parfaits peut prendre la forme PV = nRT où n est le nombre de

molé
ules de gaz, V le volume, T la température, P la pression et R une 
onstante. Montrer

que :

∂V

∂T

∂T

∂P

∂P

∂V
= −1
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Exer
i
e 4.

Soit f la fon
tion dé�nie par : f(x, y) =
x2y2

x2 + y2
si (x, y) 6= (0, 0) et f(0, 0) = 0.

1. Étudier la 
ontinuité de f sur R2
.

2. Cal
uler les dérivées partielles de f 0

x et f 0

y de f. Quelles sont les valeurs de f 0

x(0, 0) et

f 0

y(0, 0) ?

3. f est-elle de 
lasse C1
sur R

2
?

Exer
i
e 5.

Les ingénieurs 
hargés de la 
onstru
tion des autoroutes se préo

upent de la pénétration du

froid dans le sol et utilisent pour 
al
uler la température T à l'heure t et à la profondeur x

(en m) la formule : T = T0e
−λx

sin (ωt− λx) où T0, ω, λ sont des 
onstantes. La période de

sin(ωt− λx) est 24 heures.

1. Cal
uler et interpréter

∂T

∂t
et

∂T

∂x
.

2. Montrer que T satisfait l'équation de la 
haleur à une dimension

∂T

∂t
= k

∂2T

∂x2
où k est

une 
onstante réelle.

Exer
i
e 6.

on dit qu'une fon
tion f est harmonique si

∂2f

∂x2
+

∂2f

∂y2
= 0 sur tout son domaine de dé�nition.

Montrer que les fon
tions suivantes sont harmoniques :

1. f(x, y) = ln

q

x2 + y2

2. g(x, y) = Arc tan
y

x

3. h(x, y) = e−x

osy+ e−y


os x

Exer
i
e 7.

Cal
uler les dérivées partielles de h(x, y) = f(2xy, x).

Exer
i
e 8.

Cher
her une fon
tion f de 
lasse C

1
sur R

2
telle que

∂f

∂x
(x, y) = x + y. On appelle 
e genre

d'équations, une équation aux dérivées partielles.

Exer
i
e 9.

Résoudre les équations aux dérivées partielles :

1.

∂f

∂x
− 3

∂f

∂y
= 0 ave
 u = 2x + y et v = 3x+ y.

2. x
∂f

∂x
+ y

∂f

∂y
= x2 + y2

en passant aux 
oordonnées polaires.
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Exer
i
e 10.

Montrer que l'équation de Lapla
e

∂2f

∂x2
+

∂2f

∂y2
= 0 est équivalente à g 00(r) +

1

r
g 0(r) = 0 ave


f(x, y) = g(
q

x2 + y2).

Exer
i
e 11.

Dans 
et exer
i
e, c désigne un nombre réel stri
tement positif �xé. Toutes les fon
tions

étudiées sont à valeurs réelles. On étudie l'équation (E) aux dérivées partielles suivante, dite

équation d'onde :

∂2u

∂x2
−

1

c2
∂2u

∂t2
= 0

en la fon
tion in
onnue u, des variables réelles x et t, de 
lasse C2
sur R

2
. On appelle g la

fon
tion de 
lasse C2
telle que g(X; Y) = u(

X+ Y

2
,
Y − X

2c
).

1. On pose u(x, t) = g(X, Y). Exprimer X et Y en fon
tion de x et t.

2. Cal
uler

∂u

∂x
(x, t) et

∂u

∂t
(x, t) en fon
tion de g.

3. En déduire

∂2u

∂x2
(x, t) et

∂2u

∂t2
(x, t) en fon
tion de g.

4. Résoudre l'équation

∂2g

∂X∂Y
= 0.

5. Déduire des questions pré
édentes les solutions de l'équation d'ondes.

6. Montrer que l'onde stationnaire d'équation v(t, x) = (sin ckt)(sinkx) satisfait l'équation

des ondes.

Exer
i
e 12.

Utiliser la règle de dérivation des fon
tions 
omposées pour 
al
uler dz pour : z = x3−y3; x =
1

t+ 1
, y =

t

t+ 1

Exer
i
e 13.

Cal
uler les di�érentielles des fon
tions suivantes :

1. f(x, y) = x2exy +
1

y2

2. f(x, y) = ln

�

x2 + y2
�

+ xAr
tany

3. f(x, y) =
xy

x + y

Exer
i
e 14. Cal
uler à l'aide de la di�érentielle une approximation de la variation de f 
onsé-


utive à la variation indiquée des variables x et y :

f(x, y) = x2 − 3x3y2 + 4x − 2y3 + 6 pour (x, y) variant de (−2, 3) à (−2, 02, 3, 01).
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Exer
i
e 15.

La formule donnant la résistan
e éle
trique d'un matériau éle
trique est R =
l

γS
où l est la

longueur de la tige, S la surfa
e et γ la 
ondu
tivité.

Supposons que S, l et γ sont 
onnus ave
 une marge d'erreur de 10%.

1. Cal
uler de deux façons di�érentes d(lnR)

2. En déduire la marge d'erreur 
ommise sur R ?

Exer
i
e 16.

Soit f la fon
tion dé�nie par f(x, y) = x2 + 4y2
.

1. Cal
uler le gradient de f en P(2,−1).

2. Interpréter 
e gradient.

Exer
i
e 17.

Soit P le paraboloïde d'équation z = x2 + y2
. Déterminer l'équation de son plan tangent au

point M(1, 1, 2).

Exer
i
e 18.

Déterminer les points de l'hyperboloïde à deux nappes x2 − 2y2 − 4z2 = 16 en lesquelles le

plan tangent est parallèle au plan d'équation 4x − 2y+ 4z = 5.
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