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INT�EGRALES CURVILIGNES et INT�EGRALES

DE SURFACE

1 intégrale curviligne

1.1 Introduction : travail d’une force

Exemple 1 (Exemple de courbes param�etriques).

1. Soit une courbe param�etrique d�e�nie par x(t) = 2t+ 1 et y(t) = t2.

Placer les points M(t) de param�etres 0,1 et 2.

2. Tracer la courbe d'�equation param�etrique x(t) = rcos(t) et y(t) = rsin(t)

3. Donner l'�equation param�etrique de la courbe ayant pour �equation cart�esienne y = f(x)

Consid�erons une force ~F de coordonn�ees (FX, FY) dans un rep�ere orthonorm�e (O,~i,~j), appliqu�ee

en un point M. On suppose que M parcourt un arc param�etr�e (C), que la position de M

est donn�ee par ses coordonn�ees param�etriques (x(t), y(t)) pour t 2 [a, b], et que la force ~F

d�epend de la position du point M, c'est �a dire que ~F(Fx(t), Fy(t)).

On peut approcher le travail de ~F sur (C) par W =
∑−−−−−→

MiMi+1.~Fi, avec MiMi+1 petit, on a

donc
−−−−−→
MiMi+1(dx, dy). Ainsi

−−−−−→
MiMi+1.

−→
Fi = Fxidx+ Fyidy

donc W =
∑

Fxidx+ Fyidy.

Lorsque la distance MiMi+1 tend vers 0, la somme tend vers l'int�egrale :

W =

∫
FXdx+ FYdy =

∫b
a

~F.
−→
dl avec

−→
dl(dx(t), dy(t)).

En remarquant que les coordonn�ees (FX, FY) d�ependent de x et de y, on peut �ecrire cette

int�egrale sous la forme : W =

∫b
a

f(x, y)dx+ g(x, y)dy

On a
−→
dl(dx(t), dy(t)) c'est �a dire

−→
dl(x 0(t)dt, y 0(t)dt).
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On a donc : W =

∫b
a

FX(t)x
0(t)+ FY(t)y

0(t)dt

Cette int�egrale s'appelle la circulation de ~F le long de la courbe (C).

Exemple 2. Calculer le travail du poids d'un solide de masse m sur le segment [AB] allant de

A vers B avec A(0, 1) et B(1, 0).

1.2 Intégrale d’une forme différentielle

Définition 1.

Une forme di��erentielle ω de Ω dans R est d�e�nie par ω(x, y) = P(x, y)dx +Q(x, y)dy, o�u

P et Q sont deux fonctions de classe C1 d�e�nies de Ω dans R o�u Ω est un ouvert de R2.

Exemple 3.

Soit P(x, y) = 2xy et Q(x, y) = x2. �Ecrire la forme di��erentielle associ�e �a P et Q.

1.2.1 Cas général

Définition 2.

Soit (C) un arc param�etr�e par (x(t), y(t)) avec t 2 [a, b].

Alors l'int�egrale curviligne de ω le long de (C) est d�e�nie par :∫
(C)

P(x, y)dx+Q(x, y)dy =

∫b
a

P(x(t), y(t))x 0(t)+Q(x(t), y(t))y 0(t)dt

Exemple 4.

Soit ω = xydx+ xdy

Calculer :

∫
(C)

ω o�u (C) a pour �equation :

y =
p
x, 1 6 x 6 2, x allant de 1 vers 2.

Remarque 1.

Le choix du param�etrage de (C) implique une orientation de la courbe, et en particulier nous

avons :

Proposition 1. Soit (C+) la courbe (C) orient�ee dans un sens et (C−) la courbe orient�ee dans

l'autre sens. On alors :

∫
(C+)

ω = −

∫
(C−)

ω

Proposition 2. L'int�egrale d'une fonction sur une courbe ne d�epend pas de la repr�esentation

param�etrique de la courbe, la courbe �etant d�ecrite dans le même sens.

Exemple 5. Soit ω = xy2dx− x2ydy

Soit (C) le cercle de repr�esentations param�etriques :

®
x(t) = cos(t)

y(t) = sin(t)
et

®
x(t) = sin(t)

y(t) = cos(t)

Calculer :

∫
(C)

ω �a l'aide des deux repr�esentations param�etriques, la courbe �etant d�ecrite dans

le sens trigonom�etrique.
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1.2.2 Cas d’une différentielle exacte

Définition 3.

ω est une di��erentielle exacte (ou totale) signi�e qu'il existe une fonction u telle que ω = du,

c'est �a dire ω =
∂u

∂x
dx+

∂u

∂y
dy.

Remarque 2.

Une di��erentielle exacte est donc une application di��erentielle d'une fonction.

Proposition 3.

On suppose que Ω est un ouvert simplement connexe de R2 (c'est �a dire sans trou et d'un

seul morceau), alors la forme di��erentielle ω est exacte si et seulement si :

∂P

∂y
=
∂Q

∂x

Exemple 6. Soit ω d�e�nie par ω = xy2dx− x2ydy. ω est-elle une forme di��erentielle exacte ?

Proposition 4.

Si ω est une di��erentielle exacte (ω = du), et (C) = ”AB alors :

� L'int�egrale de ω sur une courbe ne d�epend que du point initial et �nal. C'est �a dire∫
(C)

ω = u(B)− u(A)

� L'int�egrale de ω sur une courbe ferm�ee est nulle.

Exemple 7. D�emontrer la propri�et�e ci-dessus.

Exemple 8. Soit ω1 et ω2 d�e�nies par ω1 = xy2dx − x2ydy et ω2 = xdx + ydy . Calculer

l'int�egrale curviligne de ces deux formes sur le cercle de centre O et de rayon 1.

1.3 Formule de Green-Riemann

1.3.1 formule

Soit (C) une courbe ferm�ee orient�ee sans point double parcourue dans le sens trigonom�etrique

choisi arbitrairement comme sens positif. Soient P = P(x, y) et Q = Q(x, y) des fonctions des

deux variables x et y d�e�nies et admettant des d�eriv�ees partielles sur tout point de (C) et en

tout point de l'int�erieur D de (C).

La formule de Green-Riemann est :∫ ∫
D

Å
∂Q

∂x
−
∂P

∂y

ã
dxdy =

∫
(C)

Pdx+Qdy

Remarque 3.

Elle permet donc de calculer une int�egrale double �a l'aide d'une int�egrale curviligne. Le choix

de P et de Q n'est pas unique. On choisira P et Q de fa�con �a simpli�er le calcul.

La formule permet aussi de calculer une int�egrale curviligne �a l'aide d'une int�egrale double.
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Exemple 9. Calculer I =

∫ ∫
D

ydxdy o�u D = f(x, y) 2 R2/x2 + y2 6 1g directement et �a l'aide

de la formule de Green-Riemann.

1.3.2 Calcul d’aire

Proposition 5.

Soit D un compact de fronti�ere (C). Alors l'aire A de K est �egale �a :

A =

∫ ∫
D

dxdy =
1

2

∫
(C)

xdy− ydx =

∫
(C)

xdy =

∫
(C)

−ydx

1.4 Application à la physique

(pour information sera d�etaill�ee en physique)

1.4.1 Champ de vecteurs

Soit A une partie de l'espace. On dit qu'il existe un champ de vecteurs d�e�ni sur A si en tout

point M de A il existe un vecteur
−→
E =

−→
E (M).

L'exemple le plus simple est le champ de pesanteur : −→g = −→g (M) = −g
−→
k au voisinage du

sol qui est un champ constant car g est une constante.

1.4.2 Circulation d’un champ de vecteurs

Soit M un point du plan o�u existe un champ de vecteurs
−→
E =

−→
E (M). On d�eplace M

d'une quantit�e in�nit�esimale d
−→
M. Par d�e�nition, la circulation in�nit�esimale associ�ee �a ce

d�eplacement in�nit�esimal est

δW =
−→
E .d

−→
M

Si
−→
E est une force

−→
F par exemple, δW repr�esente donc le travail in�nit�esimal de

−→
F lors du

d�eplacement in�nit�esimal d
−→
M.

Supposons que le champ de vecteurs
−→
E ait pour composantes P,Q dans le rep�ere orthonorm�e

(O,
−→
i ,

−→
j ), alors

δW =
Ä
P
−→
i +Q

−→
j
ä
.(dx

−→
i + dy

−→
j ) = Pdx+Qdy

C'est donc on l'a d�ej�a vu, une forme dite di��erentielle. Ainsi, une forme di��erentielle peut

toujours s'interpr�eter comme la circulation in�nit�esimale d'un champ de vecteurs.

Remarquez l'utilisation du δ plutôt que du d. dW est r�eserv�e aux variations in�nit�esimales

d'une fonction, c'est �a dire aux champs de vecteurs d�erivant d'un potentiel (Voir paragraphe

suivant). Si on ne sait pas si s'en est une, on utilise δ.

Si on fait circuler le champ de vecteurs
−→
E le long d'une courbe orient�ee (C) allant de d'un

point A �a un point B, par d�eplacements successifs d
−→
M le long de (C) dans le sens positif

(choisi arbitrairement), alors la circulation du champ
−→
E le long de cette courbe orient�ee (C)

4 JA



1A M1.2 2021-2022

est d�e�nie comme la somme de toutes les circulations in�nit�esimales δW lorsque M va de A

jusqu'�a B. C'est �a dire que l'on a :

W =

∫
(C)

δW =

∫
(C)

−→
E .d

−→
M =

∫
(C)

Pdx+Qdy

Définition 4.

La circulation du champ
−→
E le long de la courbe orient�ee (C) est W =

∫
(C)

δW =

∫
(C)

−→
E .d

−→
M.

Exemple 10. Calculer : Soit ~F(x + y, y) une force appliqu�ee sur un mobile qui se d�eplace le

long du segment [OB] avec B(2; 4) et le long de la parabole d'�equation y = x2 pour x 2 [0; 2].

1.4.3 Potentiel scalaire

Définition 5.

Soit
−→
E un champ de vecteurs. On dit que ce champ de vecteurs d�erive d'un potentiel scalaire,

s'il existe une fonction V = V(x, y) telle que
−→
E = −g−→radV.

Exemple 11.
−→g = −g

−→
k le champ de pesanteur d�erive d'un potentiel scalaire car −→g = −g−→radV o�u V =

mgz.

Proposition 6.

Si ~E d�erive d'un champ de potentiel V, alors ~E.
−−→
dM est une forme di��erentielle exacte :

~E.
−−→
dM = −

∂V

∂x
dx−

∂V

∂y
dy

D'apr�es le paragraphe pr�ec�edent, on en d�eduit :

Théorème 7.

Soit
−→
E un champ de vecteur qui d�erive d'un potentiel scalaire V. La circulation de ce champ

de vecteurs
−→
E entre deux points A et B ne d�epend pas du chemin suivi et on a

WA↪→B = V(A)− V(B)

Exemple 12.

Reprendre l'exemple 6 avec ~F(x, y).

2 Intégrales de surfaces

Une int�egrale de surface est une int�egrale de la forme :

I =

∫ ∫
Σ

f(M)dσ

Ici Σ d�esigne une surface de l'espace. Le point M d�ecrit la surface Σ. f est une fonction de

M et dσ est un morceau in�nit�esimal de Σ entourant le point M. On remarque donc que les

int�egrales doubles du poly. sur les int�egrales multiples sont un cas particulier avec Σ surface

plane du plan xOy.

Exemple 13. Calculer I =

∫ ∫
Σ

z2dσ o�u Σ est la surface de la sph�ere de centre O et de rayon R.
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3 Opérateurs de l’analyse vectorielle

On d�e�nit l'op�erateur nabla :
−→r . = ∂.

∂x

−→
i +

∂.

∂y

−→
j +

∂.

∂z

−→
k .

Ainsi on a : g−→radU =
−→rU.

Soit
−→
E un champ de vecteurs tel que

−→
E = Ex

−→
i + Ey

−→
j + Ez

−→
k alors on a :

Le divergent de
−→
E est : div

−→
E =

−→r .−→E =

Å
∂.

∂x

−→
i +

∂.

∂y

−→
j +

∂.

∂z

−→
k

ã
.(Ex

−→
i + Ey

−→
j + Ez

−→
k ) d'o�u

div
−→
E =

∂Ex

∂x
+
∂Ey

∂y
+
∂Ez

∂z

Le rotationnel de
−→
E est :

−→
rot

−→
E =

−→r ∧
−→
E =

Å
∂.

∂x

−→
i +

∂.

∂y

−→
j +

∂.

∂z

−→
k

ã
∧ (Ex

−→
i + Ey

−→
j + Ez

−→
k )

d'o�u
−→
rot

−→
E =

Å
∂Ez

∂y
−
∂Ey

∂z

ã−→
i −

Å
∂Ez

∂x
−
∂Ex

∂z

ã
+

Å
∂Ey

∂x
−
∂Ex

∂y

ã−→
k

Et le Laplacien du potentiel scalaire U est :

∆U = div
(
g−→radU) = −→r2U =

∂2U

∂x2
+
∂2U

∂y2
+
∂2U

∂z2

En�n on a comme propri�et�es tr�es classiques :

−→
rot
(
g−→radU) = −→

0

div
Ä−→
rot

−→
E
ä
= 0
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4 Exercices

Exercice 1.

On consid�ere la forme di��erentielle ω = 2xeydx+ x2eydy d�e�nie sur R2.

Montrer que ω est exacte. Chercher ses primitives sur R2.

Exercice 2.

On consid�ere la forme di��erentielle ω =
2x

y
dx−

x2

y2
dy, d�e�nie sur le demi-plan U = f(x, y) 2

R
2;y > 0g.

1. Montrer que ω est exacte.

2. Calculer

∫
(C)

ω o�u (C) est une courbe C1 par morceaux d'origine A(1, 2) et d'extr�emit�e

B(3, 8).

Exercice 3.

On consid�ere la forme di��erentielle ω = (x + y)dx + (x − y)dy. d�e�nie sur le demi-plan

U = f(x, y) 2 R2;y > 0g.

1. Montrer que ω est exacte.

2. Calculer

∫
(C)

ω o�u (C) est une courbe C1 par morceaux d'origine A(1, 2) et d'extr�emit�e

B(3, 8).

Exercice 4. Calculer les int�egrales curvilignes

∫
(C)

ω dans les exemples suivants :

1. ω = xydx + (x + y)dy et o�u (C) est l'arc de parabole y = x2,−1 6 x 6 2, parcouru

dans le sens des x croissants.

2. ω = y sin xdx+ x cosydy et o�u (C)est le segment de droite [OA] de O(0, 0) versA(1.1).

Exercice 5. Calculer l'int�egrale curviligne de ω = x2dx− xydy le long des contours suivants :

1. le segment de droite [OB] de O(0, 0) versB(1.1).

2. l'arc de parabole y =
p
x et la droite d'�equation y = x pour 0 6 x 6 1, orient�e dans le

sens des x croissants sur la droite d'�equation y = x.

Exercice 6.

Calculer l'int�egrale curviligne de ω =
x− y

x2 + y2
dx +

x+ y

x2 + y2
dy le long du carr�e ABCD, avec

A(1,1), B(-1,1), C(-1,-1) et D(1,-1), parcouru dans le sens direct.

Exercice 7. Calculer les int�egrales suivantes grâce �a la Formule de Green-Riemann.

1.

∫ ∫
D

ydxdy o�u D = f(x, y) 2 R2/(x− 1)2 + y2 6 1 ;y > 0g,
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2. Soit 0 < b < a.

∫ ∫
D

Å
x2

a2
+
y2

b2

ã
dxdy o�u D = f(x, y) 2 R2/x

2

a2
+
y2

b2
6 1g

3. Soit a un param�etre > 0.

∫ ∫
D

xy√
x2 + y2 + a2

dxdy o�u D = f(x, y) 2 R2/0 6 x 6 a; 0 6
y 6 1g

Exercice 8. Soit R > 0 et a > 0. Calculer l'int�egrale de surface I =

∫ ∫
Σ

f(M)dσ o�u f(M) =

z

x2 + y2
et Σ est le cylindre d'�equation x2 + y2 = R2 et 0 6 z 6 a.
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