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LES APPLICATIONS LINEAIRES

Objectifs

— Savoir ce qu’est une application linéaire.

— Connaitre les notions d’image et de noyau.

— Travailler sur les applications linéaires en dimension finie.

Dans tout ce chapitre, on utilise de fagon générique un ensemble K qui représente soit R
soit, C.

1 Généralités

Définition 1.

Soient F et E' deux K-espaces vectoriels. Soit f une application de £ dans E’. On dit que f
est linéaire ou que f est un homomorphisme ou encore un morphisme de K espaces vectoriels,
si et seulement si f vérifie les propriétés :

(i) Vz,y € E, f(z +y) = f(z) + f(y)

(ii) Ve e EVA €K, f(A-x) =X f(x)
Cela signifie que f fait correspondre la structure de K espace vectoriel de E et celle de E’.
Exemple 1.
Les applications suivantes sont-elles linéaire ?

1. Soit E' un K espace vectoriel et k& € K. L’application de E dans E : x — k- x appelée
homothétie vectorielle de rapport k.

2. L’application de R dans R telle que z > 2°.
Propriété 1.
Si f est une application linéaire de E dans E’ alors on a f(0g) = Op.
Exemple 2.
1. Montrer la propriété ci-dessus.
2. La réciproque est-elle vraie ?
Remarque 1.

Pour montrer qu’une application n’est pas linéaire, on peut utiliser la contraposée de la propriété
précédente, a savoir, si on a f(0Og) # Op alors f n’est pas linéaire.

Théoréme 1 (Critére pratique).
Soit. f une application de FE dans E’, deux K-espaces vectoriels.
f est linéaire si et seulement si Vr,y € E.Va € K: f(ax +y) = af(x) + f(y)
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Exemple 3.
1. L’application de R? dans R®, définie par (z,y) — (z — y,0,y) est-elle une application
linéaire ?
2. Démontrer le théoréme précédent.
Définition 2.

Soit F un K-espace vectoriel. Une forme linéaire sur E est une application linéaire de £ dans
le K-espace vectoriel K.

Exemple 4.
Les applications suivantes sont-elles des formes linéaires ?
1. L’application de R? dans R? qui & tout (z,y) associe (2z,v).

2. L’application de R? dans R qui a tout (z,y) associe 2% + 2.

3. fl—>/0 f@t)dt on f € C°([0,1])

2 Opérations sur les applications linéaires

Définition 3.
On note £ (E, E') ’ensemble des applications linéaires du K-espace vectoriel E dans le K-espace
vectoriel £'.

Théoréme 2.
Soient f,g deux applications linéaires de E dans E' et k € K. Alors f + g et kf sont des
applications linéaires de F dans E'.

Proposition 1. £ (E, E’) est un K-espace vectoriel, sous-espace vectoriel des applications de
E dans E'.

Proposition 2. La composée de deux applications linéaires est linéaire.

Exemple 5.
Démontrer la proposition précédente.

3 Les endomorphismes

Définition 4.
Soit E un K-espace vectoriel. Un endomorphisme de E est une application linéaire de £ dans
lui-méme. On note £ (F) 'ensemble des endomorphismes de E.

Remarque 2.
Avec des endomorphismes, on utilise la notation suivante : fo fo f = f3.

Exemple 6.
Pourquoi f? n’a pas de sens si f est I'application linéaire de R? dans R définie par f(z,y) =z 7
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4 Isomorphismes et automorphismes

Définition 5.
Soit f une application linéaire de F dans E’ deux K-espaces vectoriels.

1. On dit que f est un isomorphisme si et seulement si f est bijective.

2. On dit que f est un automorphisme si et seulement si f est un endomorphisme bijectif,
c’est a dire a la fois un endomorphisme et un isomorphisme.

Théoréme 3.
La réciproque d’un isomorphisme est un isomorphisme.

Exemple 7.

1. L’homothétie vectorielle de E de rapport k est-elle un automorphisme ? Si oui déterminer
son automorphisme réciproque.

2. L’application définie par (x,7) + x + iy est-elle un isomorphisme de R? dans C? Un
automorphisme ?

3. Démontrer le théoréme précédent.

5 Noyau et image

5.1 Noyau

Exemple 8.
Soit f une application linéaire.
On a vu dans le premier paragraphe que 'on a f(0g) = Op.

1. Existe t’il d’autres vecteurs u pour lesquels f(u) = 0pg/ ?

2. Montrer que f injective est une condition nécessaire et suffisante sur f pour que Og soit
le seul vecteur u de E pour lequel f(u) = 0g.

D’aprés ’exemple précédent, on s’apercoit que I’ensemble des vecteurs de E qui ont une
image nulle par f, permet de caractériser si une application linéaire est injective ou non. On
introduit donc la définition suivante :

Définition 6.
Soient E et £’ deux K-espaces vectoriels et soit f une application linéaire de £ dans E’. Le
noyau de f est I’ensemble :

Ker f = f7'({0p:}) = {z € B/ f(z) = O}
Exemple 9.
1. Soit u:R* = R? (2,9,2) — (y,z +y + 2). Quel est le noyau de u?
2. Soit u: R? = R?, (z,y) — (22 —y, 2 + 2y, x + y). Quel est le noyau de u ?

Théoréme 4.
Le noyau d’une application linéaire de E dans E’ est un sous-espace vectoriel de F.
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Exemple 10.
Démontrer le théoréme précédent.

D’aprés I'exemple précédent, on en déduit le théoréme suivant :

Théoréme 5.
Soit f une application linéaire de E dans E’ alors f est injective si et seulement si : Ker f = {0p}

5.2 Image

Définition 7.
Soient E et E' deux K-espaces vectoriels et soit f une application linéaire de £ dans E’. L’
image de f est I'ensemble :

Smf = f(B) = {f(2)/x € E}
Exemple 11.
Déterminer I'image des applications linéaires suivantes :

1. Soit u: R* = R? (z,y,2) = (y, 2 +y + 2).

2. Soit u: R* = R® (1,y) — (22 —y, 2 + 2y, z +y).

Théoréme 6.
L’image d’une application linéaire de F dans E’ est un sous-espace vectoriel de E'.

Exemple 12.
Démontrer le théoréme précédent.

Théoréme 7.
Soient E et E’ deux K-espaces vectoriels et f : £ — E’ une application linéaire.

Si S = (ey,...,e,) engendre F, c’est a dire £ = Vect(ey, ..., e,) alors 8" = (f(e1), ..., f(ep))
engendre Smf c’est-a-dire

%TTII]C = Vect (f<€1)7 RN f(ep))

Remarque 3.
Le théoréme précédent permet de déterminer Im f uniquement a 1’aide d’une famille génératrice
de F.
Exemple 13.
1. Retrouver I'image des applications linéaires suivantes a I’aide du théoréme précédent :
(a) Soit u: R® = R? (2,1,2) — (y,z+y + 2).
(b) Soit u:R* = R? (z,9) — (22 —y, 2 + 2y, x + y).

2. Démontrer le théoréme précédent.
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6 Applications linéaires en dimension finie

6.1 Applications linéaires et familles de vecteurs

Théoréme 8.
Soient E et E’ deux K-espaces vectoriels et f : E — E’ une application linéaire.

1. f est injective < I'image par f de toute famille libre de E est une famille libre de E’
c’est a dire :
soit B = (eq, ..., e,) une famille libre de E, f est injective < (f(e1),..., f(ep)) est libre
dans E'.

2. f est surjective < I'image par f de toute famille génératrice de E est une famille géné-
ratrice de E ¢’est a dire :
soit B = (ey,...,e,) une famille génératrice de E, f est surjective < (f(e1),..., f(ep))
est génératrice de E'.

3. f est bijective < 'image par f de toute base de E est une base de E' c’est a dire :
soit B = (ey,...,e,) une base de E, f est bijective < (f(e1),..., f(e,)) est une base de

E'.
6.2 Théoréme du rang

Théoréme 9.
Soit f une application linéaire de_E dans E’, on a alors :

Y
‘ dim K dim Smf = dim E
im ﬂ + dim Sm f ;m 7
Exemple 14. Démontrer le théoréme précédent.
AN

Remarque 4.
1. On notera en particulier quadim Sm f < dim E } on perd des dimensions en appliquant
f et cette perte de dimensions est mesurée par le noyau de f : s’il est réduit au vecteur

nul, la dimension de E est conservée.

- 2. Dans le théoréme du rang, la dimension de ’espace d’arrivée n’intervient pas.

Exemple 15.
Vérifier la formule du théoréme du rang dans le cas u : R* — R?, (z,y) — (0,2 + y).

6.3 Rang d’une application linéaire

Définition 8.
Soient E et E’ deux K-espaces vectoriels de dimension finie et f une application linéaire de E
dans E’. On appelle rang de f la dimension de Smf.

Remarque 5.
Ainsi, le théoréme du rang s’écrit donc également : rg(f) = dim £ — dim Ker f

Théoréme 10.
Soit (eq,...,e,) une base de E. Alors pour toute application linéaire f de E dans E’ on a :

rg(f) =reg(f(er), ..., f(en))
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Exemple 16.
Soit f la fonction définie sur R® par f(z,y,2) = (v +y,y + 2, 290 + y — z)
Déterminer le rang de deux fagons différentes de ( ’A fQs (z 7, k;) est une base

de R3.

Théoréme 11.
Soient E et E’ deux K-espaces vectoriels de dimension finie et f une application linéaire de E

s ((ar £) i (Lnf ) < SinC
L

. W'Jvech‘vn (=> _}ﬁf_--t—'

6.4 Caractérisation des isomorphismes

Théoréme 12.

Soient E et E' deux K-espaces vectorield de méme dimension ﬁnie}e ication liné

de E dans E’. Les affirmations suivantes sont équivalents : ‘ 4
Cl)\mg_— CJ\-AI'Y\E

2. f est surjective? ——

3. f est bijective.

1. f est injective.

et donc son corollaire :

Corollaire 1.
Soient £ un K-espace vectorlel de dimension finie et f une application linéaire de F dans F,
c’est a dire un end C
On a: f est yn automorphlsme de E¥ Ker f ={0g} & Smf=F = ‘C
~— P
S~——— M ) AT

s eANA

Exemple 17.
Montrer que f de R? dans lui-méme définie par : f(1,0) = (2,2) et f(0,1) = (1,3) est un
automorphisme de R2.

Exemple 18.
Soit
JR* = R°
Ny) = (@ +y.p)

Montrer que f est injective mais non surjective.

. (qc,'a]c, l/&/f => £(o(‘3)_- (0,2 ,9) (= &:ﬁ:\.j;_a =0 Kyl gi,qp\ak

2
kw = ‘S Om’-j (tp (Iaie)
<o [ ot in)'eclfive, duie ‘U/‘_f_; o

¥~ < veer (€0, 00)) i
oy e 015 i)
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Exercices

Exercice 1.
Parmi les applications suivantes, quelles sont celles qui sont linéaires ?

f .{R3 - R C° (R) - C*(R)
Y@y ) = =z +y) J5: fn—>/f(t)dt

R? — R? 2 2
B @) o ozt 2) By
'Y, ' L 0 (x,y) — (z+1,y)

JCH(R) — C°(R)
fg.{fHHf, f7:{C(R)—>C(R)
fe=2f
Iy R? — R?
4'{<x,y>~><x+y,x,y>

Exercice 2.
Les applications suivantes sont-elles des formes linéaires ?

1. L’application nulle de £ dans K.

2. (x,y) — ax + by ou (z,y,a,b) € R

3. Soit up un vecteur de R?. L’application qui & tout vecteur u de R? associe le produit
scalaire de u par ug.

Exercice 3.
Pour les applications qui sont linéaires, reprendre les fonctions de I’exercice 1 et déterminer
leur noyau et leur image. Préciser si les fonctions sont injectives et (ou) surjectives.

Exercice 4. B s R
Soit p application définie par : p : { (2,) — (42 — 6y, 2 — 3y)
Montrer que p est linéaire.

Montrer que p est un projecteur c’est-a-dire que p o p = p.
Déterminer Ker p et Im p.

p est-elle injective 7 Surjective ?

Montrer que Yy € Im(p), p(y) =y.

S Yt W =

Montrer que, d'une fagon générale, si p est un endomorphisme tel que p o p = p alors
Ker(p) @ Im(p) = R?.

7. En déduire la construction graphique de p(u) avec ’endomorphisme p du début de

I’énoncé.

Exercice 5.
On rapporte R? & sa base canonique <i,j> et R* & sa base canonique (€, €, €3, €y). Soit ¢ :
R* — R? définie par :
G (28 4 Yy + 283 +18) = (x+y+22+1)i+ (e —y+22—Tt) ]

On admet que ¢ est une application linéaire.
Déterminer Ker ¢ et Im ¢.
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Exercice 6.

On définit Papplication f du R-espace vectoriel R? dans le R-espace vectoriel R®, en posant,
pour tout vecteur x = (a, ) de R? : f(z) = (o + 28, 20 + 38, a + 3,3 + 53, —a + 23).

On admet que f est une application linéaire.

1. Déterminer Ker (f) ainsi que sa dimension.
2. Déterminer Sm (f) ainsi que sa dimension.
Exercice 7.
Dans l'espace vectoriel £ = C™ (R), soient fi(z) =€, fo(z) =e**, f3(z) =¢€’
1. Déterminer la dimension du sous espace vectoriel F' de F définie par F' = Vect (f1, fa, f3)

2. Soit ¢ : F — F, définie par Vf € F,¢(f) = f" + f — 3f. Montrer que ¢ est un
endomorphisme de F.

3. ¢ est-il un automorphisme ?

Exercice 8.
Soit f la fonction de R? dans R? définie par f : (z,y) — (z +y,2 — ).

1. Montrer que f est un automorphisme de R2.

2. Déterminer sa fonction réciproque.

Exercice 9.
Soit E et E’ deux espaces vectoriels de dimension finie, et f une application linéaire de E dans

E'.
Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses ?
Il est possible d’avoir f non bijective et dim F = dim E'.
Il est possible d’avoir f non bijective et dim £ = dim Im f.
Il est possible d’avoir f non bijective et dim £’ — dim Im f.
Sirg f = 5 et dim E' = 3, alors on ne peut pas connaitre dim Ker f.
Si dim E=5, et f surjective alors dim E'=5.
Si F = (uy,ug,u3) est une famille lice de E, alors f(F) est une famille lice de E'.
Si F = (uy,us9) est une famille libre de E, alors f(F) est une famille libre de E'.

A e

Exercice 10.
Soit a, b, ¢ trois réels tels que ¢ # 0. On considére dans R?, le vecteur : w = (a, b, c).

Soit B, = (_> 7 k), la base canonique de R,
On appelle f endomorphisme de R® qui & tout vecteur ¢t = (x, y, z) de R?® associe le
vecteur f (t)=(cy—bz, az—cx, br—avy).

1. Montrer que w € Ker ( f).

2. Montrer que la famille (f (), f
3. En déduire que Ker ( f) = Vect (w
4. fest-elle injective? Or (7, ) et (f (

avec 1) du théoréme 87

(J )) est libre.
) et déterminer une base de Sm ( f).
7 ), f 7 J) ) sont libres. Cela est-il en contradiction
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Exercice 11.

Soit, (Z, 7, l;:) une base de R? et f Papplication de R® dans R? définie par :
fl@,y,2)=(y—=z,y+21)
1. Montrer que f est un automorphisme de R?.
2. Quel est le rang de f7?

3. Soit F = Vect(f(7), f(7)) et G = Vect(f (i), f(k)).

Sans aucun calcul déterminer F' N G.

Exercice 12.

Dans R?, on définit un endomorphisme v par :
V(z,y) €R* wu(z,y)=2r—y,x+7y).
1. Quel est le rang de u? En déduire que u est inversible.
2. Soit X = (x,7) un vecteur quelconque de R?.
(a) Déterminer I'image de X par u o u.
(b) Que peut-on dire de la famille (X, u (X),uou (X))? En déduire trois réels non nuls
a, B, e indépendants de x et de y tels que : auou (X) + fu(X)+eX =0.
(¢) En déduire que 'endomorphisme v = au o u + fu + eId est 'endomorphisme nul.

(d) En composant v par u~ ', en déduire u~" en fonction de u et Id. Déterminer les

coordonnées de u ™' (X) en fonction de z et de .

Exercice 13. (facultatif)
Soit f et g deux endomorphisme d’un K-espace vectoriel E.
Montrer que Sm (go f) C Sm (g) et Ker (f) C Ker(go f).

Exercice 14. (facultatif)
Soit £ un K-espace vectoriel de dimension 3. Soit ¢ un endomorphisme de E vérifiant g? # 0
et g° = 0.

1. Veérifier les inclusions suivantes : 0y C Ker g C Ker ¢*> C E.

2. Montrer que 1 < dim Ker g < 2

Exercice 15. (facultatif)

Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel £ de de dimension finie.
1. On considére les applications linéaires :
JFxG—FE JFNG = FXxG
¢ {(az,y) =Tty v {:cn—> (z, —x)
(a) Montrer que ¢ et 1 sont des applications linéaires.
(b) A quelle condition sur F et G, ¢ est-elle un isomorphisme ?
(c) Comparer Ker ¢ et Im ).
(d) Justifier que dim Im ¢ = dim F'NG.
2. Montrer que dim F x G = dim F' + dim G.

3. En déduire, a l'aide de la formule du rang, une démonstration de la formule de Grass-
mann :

dim F4+G = dim F+ dim G — dim FNG



