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MATRICES

Objectifs
— Savoir transposer une matrice.
— Savoir calculer un déterminant.

— Savoir calculer 'inverse d’une matrice.

Dans tout le chapitre on désignera par K les ensembles R ou C.

1 Les matrices

1.1 Transposition des matrices

Définition 1.

Soit A = (a;)1<i<n € My, (K) une matrice quelconque. On appelle transposée de la matrice
1<y<p
A, 1 matrice notée ‘A ou A" appartenant & M, (K) et définie par :

"A = (aji)1<j<p
159

<ign

dit autrement : les lignes de ‘A sont les colonnes de A.
c’est & dire en version étendue :

11 Q@21 -+ Apl
aip Q2 - ot Qi A1y Qo9 -+ Gpo
a21 a22 oo . .. a2p .
A= = 7 =4 =
anl an2 DY .o .. a/np
alp a2p ... anp

Exemple 1.
Déterminer ‘A avec

& Vidéo : Exemple 1

Propriété 1.

(i)
VAe M,,(K),VBeM,,(K),"(A+B)="A+'B


https://www.loom.com/share/bca9b11d715a4d36b654941b44c182d5
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(ii)
VA€ M, (K),VA € K,' (AA) = XA
(iii)
VA€ M,, (K),' (‘A) = A

(iv)
YA € M, (K),¥B € M, (K),' (AB) ='B'A

2 Les matrices carrées

2.1 Particularités des matrices carrées

Définition 2.
On appelle matrice carrée, une matrice ayant le méme nombre de lignes et de colonnes. On
note M, (K), 'ensemble des matrices carrées a coefficients dans K, plutot que M, ,, (K).

Toutes les opérations et propriétés définies sur des matrices quelconques appartenant a
M., (K) restent valables sur les matrices carrées. Il existe cependant une matrice particuliére
appelée matrice identité, élément neutre pour la multiplication des matrices :

Définition 3.
LLa matrice identité est notée I,, et on a :

1 0 - 0

01 - 0
In: .

00 1

C’est d’ailleurs une matrice pour laquelle on a commutativité du produit matriciel ¢’est a dire :
VAe M, (K), AL, =1,A=A

Définition 4.
On peut aussi définir la puissance n® d’une matrice carrée, par récurrence, c’est a dire :

A’ =1,
A" = AAV T = A™TA

Théoréme 1. Bindme de Newton pour les matrices
Soient X et Y appartenant a M,,(K) telles que X et Y commutent, c’est & dire XY =Y X (ce
qui reste assez rare) alors on a :

VneN, (X +Y)" =>" ( Z )X"—ky’f
k=0

Attention, cette formule est évidemment fausse si les matrices ne commutent pas.

Exemple 2.
Soit A et B deux matrices qui commutent. Développer (A + B)?.
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& Vidéo : Exemple 2

Il existe d’autres matrices carrées particuliéres dont on se sert assez souvent :

Définition 5 (Les matrices diagonales).

Une matrice diagonale est une matrice ayant tous les éléments hors de la diagonale principale *
nuls et ceux de la diagonale sont quelconques. (Ils peuvent donc étre nuls! La matrice O étant
bien entendu une matrice diagonale)

Exemple 3.
Les matrices A et B suivantes sont-elles diagonales ?
A 00 0 0 N
A= 0 )\2 0 et B = 0 )\2 0
0 0 X5 A3 00

S Vidéo : Exemple 3

Propriété 2.

A 0 0 AT 0 0

0 A 0 0 A3 0
D = , =D"=| .

0 0 An 0 0 A

Retenez bien cette propriété, elle va beaucoup nous servir !

Définition 6 (Matrices triangulaires).
Une matrice triangulaire supérieure est une matrice carrée ayant ses coefficients en dessous de
la diagonale principale qui sont nuls.

Une matrice triangulaire inférieure c¢’est bien str le contraire, c¢’est a dire que c’est une
matrice carrée ayant ses coefficients au dessus de la diagonale principale qui sont nuls.

Exemple 4.
Ecrire une matrice triangulaire inférieure et une matrice triangulaire supérieure.

& Vidéo : Exemple 4

Définition 7 (Trace d’une matrice carrée).
On appelle trace d’une matrice carrée A € M, (K), la somme des éléments de la diagonale
principale et on la note tr(A), c’est a dire que

t?"(A) = § (077
i=1

Exemple 5.
1 7 3

Soit A= -3 5 2 . Calculer tr(A).
5 3 —12

1. c’est & dire la diagonale partant du haut & gauche pour finir en bas a droite


https://www.loom.com/share/919d09da9c3a40e18a174b564551ac5a
https://www.loom.com/share/e5f002ac1d494ee081cd3f2eda7fcef6
https://www.loom.com/share/6d42a4dad4ee4ff7950f276e57cb5c4e
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i Vidéo : Exemple 5

Propriété 3.

Soit A, B € M,, (K), deux matrices carrées, et ‘A la transposée de A, alors
— tr(A) =tr (*A)
— tr(A+AB) =trA+ MrB, VYAeR

2.2 Déterminant des matrices carrées

Le déterminant d’une matrice peut se calculer a 'aide des deux définitions suivantes :
Définition 8. Matrice de dimension 2

Soit A = [ CCL Z } Le déterminant de A est noté det A = Z ' = ad — be

a
C

Définition 9. Matrice de dimension n avec n > 3
Soit A = (a;;) une matrice carrée d’ordre n, et soit A;; la matrice sans la i ligne et la j™
colonne de A.

i=n

Pour tout j € {1;2..n}, det A = Z(—l)iﬂazjdet A;; (On développe suivant la 5™ co-
i=1
lonne).
j=n
Pour tout ¢ € {1;2..n}, det A = Z(—l)”jaijdet A;; (On développe suivant la i*™ ligne).
j=1

Remarque 1.

La définition précédente est valable quelque soit la dimension de la matrice, il existe cependant
une autre facon de calculer le déterminant d’une matrice de dimension 3, a 'aide de la régle
dite de Sarrus (mathématicien frangais 1798-1861) :

a d g a d g a d
Pour calculer | b e h |onrecopie les deux premiéres colonnes adroite: | b e h b e

c f 1 c f i ¢ f
puis on soustrait la somme des produits des trois diagonales secondaires a la somme des

produits des trois diagonales principales, et on obtient :
det A = aei + dhc + gbf — (ceg + fha + ibd).

Exemple 6.

Calculer le déterminant suivant en développant suivant une ligne, puis suivant une colonne.
1 2 3
4 21
-1 0 1

'& Vidéo : Exemple 6 1)
“ Vidéo : Exemple 6 2)
& Vidéo : Par Sarrus


https://www.loom.com/share/3905de61f1484c64b7a70859fd992aaa
https://www.loom.com/share/2d2e564263d54e64895bafb405032b63
https://www.loom.com/share/35d32bb1e9ba4b239bcf50fbc19df918
https://www.loom.com/share/850b72bfc6094759972c2c3a69ac1e3c
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2.2.1 Propriétés importantes

— Vn > 2,det I, = 1.
— VA, B € M, (K),det AB = det Adet B
— det A =det ‘A

— Le déterminant d’une matrice qui a deux colonnes proportionnelles ou deux lignes pro-
portionnelles est nul.

2.3 Inverse d’une matrice carrée

Définition 10.

Soit A € M,, (K) une matrice carrée. On dit que la matrice A est inversible s’il existe une
matrice, notée, A~' € M, (K) telle que AA™ = A™*A = I,. On appelle A™!, la matrice
inverse de la matrice A.

Exemple 7.
Soit A € M3(K) telle que A® +3A4% = I
Montrer que A est une matrice inversible et déterminer son inverse.

i Vidéo : Exemple 7
Propriété 4.
Une matrice A est inversible si et seulement si det A # 0

Proposition 2.

1
Si A est i ible, alors det A~! =
1 €St 1nversible, alors de detA

Exemple 8.
Démontrer la proposition précédente.

& Vidéo : Exemple 8

Proposition 3.

Soit A = (a;;) une matrice inversible. On peut alors calculer A~ par :
1 ¢t L
= Tt A B avec B = (b;;) la matrice définie par b;; = (—1)""/det A;;. B est appelée la
e
matrice des cofacteurs.

Exemple 9.
3 1 -1
— CQCalculer la matrice inverse de : A = -1 3 1
0o 2 2

& e Exemple 9)1)
— Vérifier la propriété précédente en complétant les matrices ci-dessous :

11 a2 i3
A= |an an ays
31 dzz (33


https://www.loom.com/share/655d6fb457e8405f9ca510774401a47d
https://www.loom.com/share/89f94a3448a24381819f50adefc38d1d
https://www.loom.com/share/1ed8ee379b174ca69c0328f8d45cab65 
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Q22 A2 21
det(A) = a1 3 — a19
32 A33 a31
t
= — avec
det(A)
Q2 Q23 @21 Q23
a3z Q33 a3;  as3
Q12 A1
B=|-— 3
a3z A33
12 13 _ |G a3
Q22 A23 Q21 Q23
Q22 Q23 _|G12 a3
32 A33 32 A33
tp— | — Q21 a23
azyp ass
Q21 Q22
31 Aa32
a22 A23 a21
a11 — Q12
32 Aas3 a31
tp __
A'B =
Q22 A23 a21
a31 — 32
32 Aa3s3 a31
Alinsi,
1
— _A'B=
det(A)

& vigeo : Exemple 9)2)

Propriété 5.

23
a33

21
a31

a1
a21

a22
32

a2
a2

Q12 a3

a22 A23

11 Aa13
Q21 A23

ail Az

a21 A2

as3
ass

as3
ass

a21

+ a13
as1

a21

+ as3
as1

a2
as2

a2
as2

Soit une matrice A € M,, (K) et une matrice B € M,, (K) supposées toutes deux inversibles

alors

(AB)™! = B1A~!


https://www.loom.com/share/5a16f65e407b4f6d8d7c505d0b35adc7
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Exemple 10.
Démontrer la propriété précédente.

a Vidéo : Exemple 10

Exercices TD 1-2

Exercice 1.

. (1 2 0 . ¢
Soit A = < 3 1 4 > . Exprimer *A.
Exercice 2. On se propose d’étudier la puissance niéme de M = ( _ab —ba ) ou a et b sont
deux réels.

On suppose que M™ peut s’écrire sous la forme : M" = ( _ug _Uun ) pour n = 1.

1. Exprimer u,, en fonction de u,, a et b; puis v,.1 en fonction de v,, a et b.

2. En déduire I'expression de M" en fonction de n, a et b.

3. Application numérique : M = ( :1)) :Zl’) )

Exercice 3.
Soient (ay), (by) et (c,) trois suites réelles telles que ay = 1, by = 2, ¢g = 7, et vérifiant les
Ap41 = 3a, + bn
relations de récurrence : bpi1 = 3b, + ¢,
Cny1 = 3cn

On souhaite exprimer a,, b,, et ¢, uniquement en fonction de n.

G,
1. On considére le vecteur colonne X,, = | b,
Cn
Trouver une matrice A telle que X, ,; = AX,,. En déduire que X,, = A" X,.
010
2. Soit N=| 0 0 1 |.Calculer N?, N3 puis N? pour p > 3.
0 00

(n—1)

3. Montrer que : A" =3"] + 3" 'nN + 3”’2n 5 N2

4. En déduire a,, b,, et ¢, en fonction de n.

Exercice 4.

1. Vérifier sur les matrices carrées d’ordre 2 que Tr AB = Tr BA. (On peut montrer, que ce
résultat est vrai pour toutes les matrices A et B telles AB et BA existent).

2. Montrer que la trace est une forme linéaire sur ’ensemble des matrices carrées de dimen-
sion n.

Exercice 5.
Calculer, si possible, la matrice inverse de chacune des matrices suivantes :

7


https://www.loom.com/share/a9e650e151d0444da1bc6c8e1ee7bcf2
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-3 2 2
2.B=| -2 5 4

1 -5 —4

1 2 5 0

0 -1 2 1
3. = 0 0 1 O

1 4 0 -1

Exercice 6.
Démontrer la propriété du cours :

Le déterminant d’une matrice qui a deux colonnes proportionnelles ou deux lignes propor-
tionnelles est nul.

Exercice 7.
Calculer le déterminant des matrices suivantes :
1 2 1 0 1
DV B |
2 4 2 1 1 0 A - 1
A= 3 6 1 0 1 |,B= ) ) )
4 8 0 -1 1 : o
5100 0 1 00 - A
Exercice 8.
-3 2 2
Soit la matrice M = -2 5 4
1 -5 —4

On admet que M? + 2M?* — M — 215 = O.
Montrer alors que M est inversible et calculer son inverse.

Exercice 9.
On dit que deux matrices A et B sont semblables si il existe une matrice P inversible telle que
A=P'BP.

1. Montrer que deux matrices semblables ont le méme déterminant.

2. Montrer de deux fagons différentes que si A est inversible alors B est aussi inversible.
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