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MATRICES ET APPLICATIONS LINEAIRES

Objectifs
— Connaitre le lien entre matrices et applications linéaires
— Savoir calculer une matrice de passage
— Savoir utiliser les formules de changement de bases

— Savoir calculer le rang d’une matrice.

1 Matrice d’une famille de vecteurs

1.1 Définition

Soit E un espace vectoriel de dimension n, muni d’une base B = (eq,...,¢e,).

Définition 1.
Soit u € E. On appelle matrice de u dans la base B la matrice colonne notée Xp ou Mp(u).
Xp € M, 1(K) et les coefficients sont les coordonnées de u dans la base B.
I
Ainsi si u = 11 + - - - + Tp€,, alors 1 Xp =

Tn

Remarque 1.
Attention :

Soit v un vecteur de E. Pour chaque base de E, on associe un vecteur colonne & u, et comme
il y a une infinité de bases, & un unique vecteur u on peut donc associer une infinité de matrices
colonnes.

Définition 2.

Soit p € N* et (uy,...,u,) une famille de vecteurs de E. On appelle matrice de la famille
(u1,...,up) dans la base B, la matrice notée Mg(uy,...,u,) € M, ,(K) dont la j-éme colonne
est la matrice colonne définissant le vecteur u; dans la base B c’est & dire Mg(u;), pour tout

j compris entre 1 et p.
n

Pour 1 < j < p, écrivons u; : u; = g a;je; = ajjer + -+ + apjen
i=1
Ainsi on a :
a1 . e alp
Mg(uy,...,u,) = A=
Qp1 - Qpp
Attention, on retiendra que dans la matrice d’une famille de vecteurs, les coordonnées de chaque
vecteur sont rangées en colonnes.
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Exemple 1.
1. Soit u(1,2,3) et v(—2,—7,2) dans la base B = (i, 7, k). écrire la matrice de la famille
(u,v) dans la base B.

2. Quelle est la matrice de la base B = (ey,...,¢,) dans la base B?

& Vidéo : Exemple 1

2 Expression analytique d’une application linéaire

On donne ici deux espaces vectoriels E et F', de dimensions respectives p et n. On note
B = (ey,...,e,) une base de E et C = (fi,..., f,) une base de F.
Soit f une application linéaire de F dans F.

Définition 3.
Soient u € E, X = (1,22, ..., z,) les coordonnées de u dans la base B et Y = (y1,y2, ..., yn) les
coordonnées de f(u) dans la base (C). On appelle expression analytique de f l'application g
de R? dans R" telle que
g(x1, 9, 23, ..., xp) = (Y1, Y2, s Yn)
Exemple 2.
1. Déterminer Uapplication linéaire f a partir de [’expression analytique g :
Soit £ un espace vectoriel de base (e1, e, €e3) , et F un espace vectoriel de base (fi, f2),
et g 'expression analytique d’une application linéaire de E dans F'.
(a) Donner les ensembles de départ et d’arrivée de g
(b) On admet que g(z,y,2) = (22 + 3y, + 2).
Calculer g(—1,2,3).

& \igeo - Exemple 2 1)a) et b)

(c) Déterminer f en déterminant I'image de la base de E dans la base de F par f.

& yigeo Exemple 2 1)c)
2. Déterminer 'expression analytique g a partir de application linéaire f :
Soit E un espace vectoriel de base B = (e1, e3), F un espace vectoriel de base C' = (f1, fa, f3),
et f Papplication linéaire définie par f(ey) = 2f; + f3 et f(ea) = —f1 + fo.
(a) Calculer f(u) avec u(—2,3) dans la base (eq, e3).

(b) Déterminer I'expression analytique de f dans les base B et C.

& vigeo Exemple 2 2)

Nous venons de voir deux méthodes pour définir f 4 I'aide des bases B et C :

— En donnant Pexpression analytique de f, c¢’est a dire donner les coordonnées de f(u) en
fonction des coordonnées de u.

— En donnant I'image d’une base de F.

Ces deux méthodes précédentes sont équivalentes. Nous allons présenter ci-dessous une
troisiéme méthode qui utilise les matrices.


https://www.loom.com/share/b801651c6c9b4393ba5378e74d91cb49
https://www.loom.com/share/5017e9b23cba477a9e9d421f68136e6f
https://www.loom.com/share/d3e7bd671d934061808fc8c73d7b1dc0
https://www.loom.com/share/90a5617057284ee68560875730108008
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3 Matrice d’une application linéaire

Définition 4.

Soit f : E — F une application linéaire. On appelle matrice de f dans les bases B et C, la
matrice notée Mp c(f) € M, ,(K) définie comme la matrice dans la base C de la famille de
vecteurs (f(e1),..., f(ep)). Ainsi on a :

Mp,c(f) = Mc (f(e1), ... flep))
Pour 1 < j < p, si on écrit les coordonnées du vecteur f(e;) dans la base C :

n

flej) = Zaijfi =ayfi+ -+ anifn

i=1
On a alors :
a1; a2 Q1p
Q21 A22 Q2p
Mpc(f) =
Qp1 Ap2 .. ... Qpp

La détermination pratique de la matrice de f s’effectue facilement lorsque 'on connait I'image
de la base de E, en disposant ces coordonnées en colonnes dans la matrice Mg c(f) :

Exemple 3.

1. Déterminer la matrice de f dans le 2) de ’exemple précédent.

0o 1 2
Déterminer les dimensions de E et F ainsi que I'image de la base B.

2. Soit f de matrice A dans des bases B et C telle que A = ( 2 -3 )

3. Vérifier avec la question 1) que les coefficients de 1’expression analytique peuvent étre lues
en ligne dans la matrice.

& Vidéo : Exemple 3

Remarque 2.

Dans le cas particulier ou £/ = F' c’est a dire que u est un endomorphisme, on prend en
général la méme base c’est a dire C = B. On a alors une matrice carrée d’ordre p représentant
u que 1'on note plus simplement Mg (u).

Exemple 4.
, o . . - = =
On se place dans I'espace vectoriel R” muni de sa base canonique B = { 1,7,k } et on

T
considére la rotation r d’axe Oz et d’angle 7 écrire Mp(r)

& Vidéo : Exemple 4


https://www.loom.com/share/5e20b20706fc43c1b1c43fed222493c6
https://www.loom.com/share/a00cbf7e8a644a35be8d7bfdcfc1958d
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Théoréme 1.

Si E et F' sont deux K espaces vectoriels de dimension p et n respectivement, munis de bases
B et C.
On a:

Vf, g < ﬁ(E, F), o= K, MB7c(f + )\g) = MB7c<f) + )\MB,C(Q)

4 Lien entre image d’un vecteur, matrices et applications
linéaires

Théoréme 2.

Soit E et F' deux K espaces vectoriels de dimension p et n respectivement, munis des bases

B et C. Soit f : F — F une application linéaire, u € F et v = f(u). On note X = Mg(u),
Y = Mc(v) et A= Mg c(f). Alors on a :

v=f(u) &Y =AX

La matrice de f permet donc aussi de calculer les coordonnées dans C de f(u), si u est un
vecteur de E dont on connait les coordonnées.

Exemple 5.
2 -1 3
Soit f de matrice A dans des bases B et C telleque A= 0 1 2
5 6 7

Déterminer les dimensions de E et F' ainsi que 'expression analytique de f dans les bases
B et C.

& Vidéo : Exemple 5
On s’apercoit que 'on lit dans les lignes de la matrice, les coefficients des coordonnées de

f(u).

Exemple 6.
Prenons R? et R? munies de leurs bases canoniques respectives B et D et f définie par

R = R?
Nz, y,2) = (v +z,2+y, 2y + 2,2+ 3y + 22)

Ecrire la matrice Mg p(f).

S Vidéo : Exemple 6

4.1 Composée d’applications linéaires

Exemple 7.

On considére les applications linéaires :
R? — R? R?® — R?

[ et g:
(xay)H(y7_$+y7$_2y) (%,y,Z)'—)(LU—l-y—i—Z,Z)

4


https://www.loom.com/share/823dbcad5c6b431e919ee0e4206c3c3c
https://www.loom.com/share/25083c3ec55c41239afe7b37d53d77dc
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1. Déterminer les matrices respectives de f, g et go f dans les bases respectives de R? et R?
& partir de leur expression analytique.

2. Calculer M(g)M(f). Que remarquez vous ?

S Vidéo : Exemple 7
La relation précédente se généralise de la facon suivante :

Théoréme 3.
On donne trois K espaces vectoriels D, E, F' de dimensions respectives ¢, p, n munis des bases
respectives A, B, C. Soient f: D — F et g : E — F deux applications linéaires. Alors on a :

Mac(go f) = Mg .c(9)Man(f)

Exemple 8. Démontrer ce théoréme.

& Vidéo : Exemple 8

4.2 Matrice d’automorphisme

Soit E, un K espace vectoriel de dimension n muni d’'une base B = (ey,...,e,).

Théoréme 4.
Soit f € L(E) et M = Mg(f). Alors M est une matrice inversible si et seulement si f est un
automorphisme de E. On a alors dans ce cas Mg(f™') = M.

Exemple 9.

1. Démontrer le théoréme précédent a ’aide du théoréme 2.

2. Soit f un endomorphisme de matrice M dans une base B. f est-il un automorphisme ?
1 2 -1
M= -3 -6 0
2 4 3

“ Vidéo : Exemple 9

4.3 Application aux matrices de vecteurs

Proposition 5.
Soit F = (uy, ug, ..., u,) une famille de vecteurs de E avec F un espace vectoriel de dimension
n. Soit A la matrice de F dans une base.

JF est une base si et seulement si A est inversible.

Exemple 10.
Démontrer la proposition précédente en introduisant un endomorphisme f tel que I'image d’une
base de E est F.

& Vidéo : Exemple 10


https://www.loom.com/share/94b044fe3d084fe6a1ee6b3df469d976
https://www.loom.com/share/f5a7914ff48f450da99acd709f7f44bd
https://www.loom.com/share/cc3a51293eb74c89b79d94cd43bb7f99
https://www.loom.com/share/e882c46c4d7d433795a2407488656ef8
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5 Matrice de passage et changement de base

5.1 Matrice de passage
On donne E un espace vectoriel de dimension n.

Définition 5.

Soient B et B’ deux bases de E. On appelle matrice de passage de B a B’ la matrice de la
famille des vecteurs de B’ exprimés dans la base B. On la note Pg_,p ou tout simplement P
quand il n’y a pas de confusion possible. Ainsi, d’aprés ce qui précéde, on détermine donc Pg_.p/
en écrivant les vecteurs de la base B’, relativement aux vecteurs de la base B en colonne.

Exemple 11.
On se place dans R* muni de la base canonique B. Soit B' = (f1, f2, f3) avec fi = (1,0,0),
fo=1(1,-1,0), f3 = (2,1,1). Montrer que B est une base et exprimer Pp_,p.

a Vidéo : Exemple 11

Proposition 6. Propriétés des matrices de passage
1. Si B est une base de F alors Pg_,g = I,
2. Soient B, B’ et B” trois bases de E. Alors : Ps_,g» = Pg_n'Pr'—sB"

3. Soient B et B’ deux bases de E alors la matrice de passage Pg_,p’ est inversible et on a :
Pgly = Pan

Exemple 12.

Soit B = (i, 4,k) et B' = (u,v,w) une base de E. La matrice de passage de B a B’ est égale a
1 1 2 -1 -1 3

P=[1-11]eP'=| 0 -1 1
1 0 1 1 1 -2

Exprimer les vecteurs de la base B en fonction de ceux de la base B’, et les vecteurs de la
base B' en fonction de ceux de la base B.

u\/idéo : Exemple 12

Exemple 13. Démontrer le théoréme précédent.
& Vidéo : Exemple 13

5.2 Formules de changement de bases

On va dans ce paragraphe, utiliser les matrices de passage pour déterminer des formules de
changement de base pour les vecteurs et les applications linéaires, ce qui est un travail essentiel
en mathématiques comme en physique.

5.3 Changement de base pour un vecteur

Proposition 7.
Soit E un espace vectoriel de dimension n, muni de deux bases B et B’ et soit P = Pg_,p'.
Soit u € E et on note X = Mg (u) et X' = Mp/(u). On a alors la formule fondamentale :

X=PX & X =P'X


https://www.loom.com/share/7ca7761efe714b1084ee8d456b1a8563
https://www.loom.com/share/c929f5947c81427498d6500c2a97b157
https://www.loom.com/share/ea6f93cc9dfe4826b67ac409327e253a
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Remarque 3.
On exprime donc les anciennes coordonnées en fonction des nouvelles.

Exemple 14.
En reprenant 'exemple ci-dessus, exprimer les coordonnées dans B’ du vecteur z = (1,2, 3).

& Vidéo : Exemple 14

5.4 Changement de bases pour une application linéaire

Théoréme 8.

Soit E un espace vectoriel de dimension n muni de deux bases B et B’. On note P = Pg_,p'.
Soit f un endomorphisme de E, on note M = Mg(f) et M' = Mg/(f). On a alors :

M'=P7'MP

Remarque 4.

Soit E un espace vectoriel de dimension p et F' un espace vectoriel de dimension n muni chacun
de deux bases, B et B pour E et C et C' pour . On note P = Pg_,p et Q = Pc_,c. Soit f
une application linéaire de E dans F et on note M = Mg c(f) et M’ = Mg/ c/(f). On a alors :

M =Q'MP

Exemple 15.
On se place dans R® muni de la base canonique B. Soit B’ = (fy, fa, f3) avec fi = (—1,2,0),
fo=(1,-1,0), f3 = (—2,3,1). On admet que B’ est une base de R

1. Soit f I'endomorphisme de R? tel que : u: (z,y, 2) — (=32 — 2y — 42,42 + 3y + 5z, 22).
(a) Déterminer A = Mg(f).
(b) Déterminer la matrice A" de f dans la base B'.
(c) En déduire A2,

& Vidéo : Exemple 15

6 Rang d’une matrice

6.1 Lien avec les applications linéaires
Soit M € M, ,(K),

Définition 6.
Notons C1(M),Co(M), ...,Cy(M) les colonnes de M, alors appelle rang de M le rang de la
famille des vecteurs (C1 (M), Co(M),...C,(M)). On le note rg(M).

Remarque 5.
On a toujours : 0 < rg(M) < min(n, p)

Théoréme 9.
Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimensions respectives p et n munis des bases B et
C. Soit f: E — F une application lin¢aire et M = Mg c(f). Alors rg(f) = rg(M).

7
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Exemple 16.
Démontrer ce théoréme.

u\/idéo : Exemple 16

Proposition 10.
rg(M) = m si et seulement si la famille des vecteurs colonnes (Cy(M),...,C,(M)) est une
famille libre et aucune famille de m + 1 vecteurs colonnes n’est libre.

Remarque 6.
VM € M, (K), M est inversible < rg(M) = n.

6.2 Recherche pratique du rang d’une matrice

On dit que la matrice B = (b;;) est échelonnée en lignes (respectivement échelonnée en
colonnes si ‘B est échelonnée en lignes), si et seulement si il existe un entier r € {1,...,n} et
une suite strictement croissante d’indices 1 < 77 < jo < ... < j,. < p vérifiant :

— si 1 <i<rby #0et b; =0 pour j < jj.
— Si¢>r, bjj =0 pour tout j.

Exemple 17.
2 -1 3 9 0 2
0 3 3 3 2 2
La matrice B=| 0 0 0 —4 1 0 | est échelonnée en ligne. Ici r = 4.
0 0 0 0 06
0 0 0 0 0O

& Vidéo : Exemple 17

La méthode pour rechercher le rang est due & Gauss. Elle ressemble & la méthode de Gauss-
Jordan, on utilise d’ailleurs les mémes notations. On part donc d’une matrice quelconque A €
M, (K). Par transformation successive, sur les lignes , on transforme la matrice A en une
matrice échelonnée du type de B ci-dessus, c’est a dire une matrice ou il apparait au final une
matrice carrée nulle. Alors on a :

Proposition 11. Le rang de la matrice A est le méme que celui de la matrice B obtenue par
transformation successive pour la transformée en matrice échelonnée et on a rg(A) =rg(B) =r
r est donc le nombre de lignes non nulles dans la matrice échelonnée en ligne B. évidemment,
si on parle de matrice échelonnée en colonne, r est le nombre de colonnes non nulles dans la
matrice échelonnée.

Corollaire 12.
rg(A) = rg(*A)

Exemple 18.
Le rang de la matrice B de I'exemple précédent est donc 4.

& Vidéo : Exemple 18


https://www.loom.com/share/d36e2ca5b1c44c4b82b417d9e2df4676
https://www.loom.com/share/2740e07ab57b4556b0c101a129af68d7
https://www.loom.com/share/39ff1677e3224a14a65605191007978a
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Exemple 19.
11 -1 3 4
) . . 22 =313 . ) .
Déterminer le rang de la matrice A = 13 0 292 |°® utilisant la méthode du pivot
04 3 31

de Gauss.
& Vidéo : Exemple 19

7 Exercices

Exercice 1.
On rappelle que dans une base donnée, une application linéaires peut étre donnée de 3 facons
différentes : par 'image de la base, par son expression analytique ou par sa matrice.

Dans chacun des cas suivants, f est une application linéaire de E dans F'. Déterminer E et
F ainsi que leur dimension, donner les deux autres fagons de définir f, et calculer f(u).

. .{RMRQ et u = (~3,1)
(z,y) = (22 =3y, +y) 4. Soit B = (j,l,n) une base de FE,
et u=(-12). et B = (a,b) une base de F.
2 -1 3 FG) = a—b.f(1) = a+b, f(n) = 2a+b
2. Maty=| 1 -1 1 et u=7—1+2n.
4 1 =2
et u=(—1,3,4) « o JRoR
- R? _s R3 (x,y,2) = (r+y,y — 2)
U (y) = 20—y, Yy, —y) et u=(1,-1,2).
Exercice 2. NN
On considére le R espace vectoriel R* et B = (7, j ) une base orthonormale de R*. Ecrire la

matrice des applications suivantes dans la base B.
1. s la symétrie orthogonale d’axe Ox.

2. p est la projection sur Ox parallélement a la droite d’équation y = x.

T
3. 7 est la rotation d’angle 1

Exercice 3.
Soit f ’endomorphisme de R® dont la matrice dans la base canonique est :

a b b

M=10 a c

0 ¢ a
1 0 2b
1. Trouver une condition pour que les trois vecteurs u; | 0 | us | —1 et us c
0 1 c

forment une base de R3.

2. Exprimer f(uq1), f(uz), et f(ug) en fonction de wuq, us et ugs.

9
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3. En déduire la matrice de f dans la base (uy, ug, us).

Exercice 4.
Soient trois vecteurs ey, eg, e3 formant une base d’un espace vectoriel E. On note ¢ I'application
linéaire définie par ¢(e1) = e3, d(e2) = —eq + ea + e3 et P(ez) = es.

1. Ecrire la matrice A de ¢ dans la base (e, es, e3). Déterminer le noyau de cette application.

2. On pose fi = e; — ez, fo = e — e, f3 = —eq + e5 + e3. Calculer e, e9, e3 en fonction de
f1, f2, f3. Les vecteurs (f1, fa, f3) forment-ils une base de E'?

3. Calculer ¢(f1), ¢(f2), ¢(f3) en fonction de f1, fo, f3. Ecrire la matrice B de ¢ dans la base
(f1, f2, f3) et trouver la nature de 'application ¢.

Exercice 5.

Soit B = (a,b, c) une base de F, et u, v et w 3 vecteurs de E de coordonnées respectives (-1,1,2),
(1,0,1) et (-2,1,0) dans la base B. Donner deux méthodes pour montrer que (u,v,w) est une
base de F.

Exercice 6.
Soit E un K espace vectoriel muni d’une base B = (e, ey, e3). Soit f I’endomorphisme de E

3 -2 2
dont la matrice dans la base B est : A = 1 2 0
1 1 1

Montrer qu’il existe une base B" = (g1, &9, e3) de E dans laquelle la matrice représentative de f
est une matrice diagonale D de coefficients diagonaux 1, 2 et 3.

Exercice 7.
Soit f un endomorphisme ayant pour matrice M dans une base B et M’ dans une base B’, avec
-1 1 1 -1 0 0
M=| -1 -1 0 et M' = 1 -1 0
1 0 -1 0o 1 -1
Déterminer une base B’ en fonction des vecteurs de la base B.

Exercice 8.
2

1
1 -1
= —i+ 3j et B’ la base (u,v). Soit P la matrice de passage de la base B a B'.
. Déterminer P et P!

Soit f un endomorphisme de matrice A = ) dans une base B = (i, 7). Soit u =i+ 2j

et
. Exprimer ¢ et j en fonction de u et v.

v

1

2

3. Donner les coordonnées de w = 2i 4+ 35 dans la base (u,v).

4. Donner les coordonnées de f(w) dans la base B, puis ses coordonnées dans la base (u,v).
D

. Déterminer la matrice de f dans la base B, puis retrouver les coordonnées de f(w) dans
la base (u,v).

6. Reprendre les questions 4) et 5) dans le cas général, c’est a dire en utilisant uniquement
les lettres suivantes : M, la matrice de f dans une base B, M’ la matrice de f dans une
base B’, P, la matrice de passage de B 4 B’, et X la matrice d’un vecteur w dans la base
B.

10
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Exercice 9.
-2 -1 0
Soit f € L(R?) de matrice A= | 3 1 —1| dans la base B = (e, ey, e3).
-1 0 1
Soit B' = (¢}, ey, e3) avec €] = f*(es), ) = f(es) et e = es.
1. (a) Montrer que A est nilpotente d’indice 3.
(b) Montrer que B’ est une base et déterminer M = Mg (f).

(c) f est elle bijective?

2. Soit g € L(R?) définie par g(e;) = e}, g(es) = €, et g(es) = 5.
(a) Donner la matrice B de g dans la base B.
(b) Montrer que g est une symétrie, c¢’est a dire que go g = Id.
x
(c) Soit X = [ y |, résoudre le systéme (B — )X = 0.
2z
(d) En déduire Ker(g — Id). Que représente-il pour la symétrie g7
(e) De la méme maniére déterminer Ker(g + Id). Que représente-il pour la symétrie g ?
Exercice 10.
—4 1 1
Soit A = 1 =1 =2 Jetsoit feLl (]RS), I’endomorphisme canoniquement associé a A.
-2 1 -1
1. Soit i = (1;1;1) 5 = (0;1;0) k = (1;0;0), montrer que (4,7, k) est une base de R?, et
exprimer la matrice B de f dans cette nouvelle base, en fonction de la matrice de passage.
2. ¥n € N calculer B" (on décomposera B = al3 + J, telle que J soit nilpotente). En
déduire A" en fonction de [ et J.

Exercice 11.
soit £ = R® B la base canonique de E et B’ = {ey, e, e3} une autre base de E telle que :
€1 = 1 +] —k
€y = Z — ] + k’
¥ =3r—-2y+=z2
Soit f I'application linéaire de E dans E telle que y=r—y+z
Y =x+3y—2z
1. Donner la matrice A de f dans la base B.
2. Donner la matrice de passage P de B a B'.
3. Quels sont les coordonnées de u = (1,2, 3) dans B’

4. Donner la matrice A’ de f dans la base B’ en fonction des matrices précédentes.

Exercice 12.
—27 —2i 1

Soit A= | 242 14+2 —1+4+1i | On note B = (e}, es,e3) la base canonique de C® et u
1420 1414 -1

I'endomorphisme de C* canoniquement associé a A.
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1. On pose f; = (1,—1,0), fo = (0,—1,1), f3 = (1,—1,7). Montrer que B’ = (f1, f2, f3) est
une base de C3. Déterminer la matrice de passage P = Pg_.p'.

2 1 7
On admet que P! = 1 0
-1 -1 —¢
2. Par quelle formule peut-on calculer la matrice A’ de v dans B'?
0 0 =1
On admet que A’= | ¢ 0 0
0 -1 0

3. Déduire de ce qui précéde que A est inversible et déterminer A~

4. Déterminer les coordonnées dans B’ de u(e; — ez + e3).

Exercice 13.
Soit E un K espace vectoriel muni d’une base B = (e, es,e3). Soit f Pendomorphisme de E

2 -1 0
dont la matrice dans la base B est : A = -2 1 =2
1 1 3
€1 =e€1 + €2 — €3
Soit B' = (&1, €9, €3) la famille définie par : { e = e — e3

E3 =€ — €
1. Montrer que B’ est une base de E et former D = Mg (f)
2. Exprimer la matrice de passage P de B a B’ et calculer P~
3. Quelle est la relation reliant A, D, P et P~!?
4

A2009

. Exprimer en fonction des matrices précédentes.

Exercice 14.

1111 2 1 -1
2322 6 3 -3
Calculer le rang de la matrice A=| 3 1 2 2 3 2 -2
4 233 5 3 =3
543 3 11 7 —6

Exercice 15. Exercice bilan.
Soit I’application linéaire f : R® — R? dont la matrice dans la base canonique de R® est :
1 1 -1 2
M= - 1 -1 2
2\ -1 1 =2
1. Déterminer Ker f et Imf

2. Montrer que Ker f& Im f = R®. On appelle B, la base de R3, formée des vecteurs
engendrant Ker f et Imf.

3. Déterminer la matrice de passage de la base canonique B & B’ que I'on note P ainsi que
son inverse. Que représente P~'. En déduire 'expression des vecteurs de la base B en
fonction de ceux de la base B'.

4. Soit u = (z,y,2) € R®. On sait d’aprés 2. que 3! (ug, up) € Ker fx Imf tel que u = u; +us.
On appelle p application de R?® dans R?® qui & u associe us. Montrer que p est linéaire.
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- =

Calculer p( i ),p( 7 ),p( k) en fonction des vecteurs de B'.

En déduire la matrice de p dans la base canonique de R®. On la note A.
En déduire qu’il existe o un réel tel que f = ap.

Montrer que p o p = p. En déduire que p" = p.

L ° N o

Montrer que Vn € N*, f" = a"p
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