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LES SUITES

Obje
tifs

� Connaître les dé�nitions générales.

� Savoir 
al
uler une limite.

� Connaître les théorèmes généraux de 
onvergen
e.

� Étudier une suite ré
urrente d'ordre 1 et d'ordre 2.

1 Dé�nitions générales

1.1 Dé�nitions d'une suite

Dé�nition 1.

Une suite de nombres réels (ou plus simplement une suite réelle) est une famille (un)n∈N de réels

indexée par l'ensemble N des entiers naturels. On dit que un est le terme général de la suite (un)n∈N.
En d'autres termes, donner une suite réelle revient don
 à donner une appli
ation :

N → R

n 7→ un

Remarque 1.

Pour des raisons de 
ommodité, le terme général un n'est parfois dé�ni qu'à partir d'un 
ertain rang

n0. On note alors la suite (un)n>n0
. Dans tout 
e 
hapitre, tout 
e qui est dé�nie à partir de 0 est fa
ile

à transposer pour n0.

Dé�nition 2.

Soit P une propriété portant sur les suites réelles. On dit qu'une suite (un)n∈N satisfait P à partir

d'un 
ertain rang si et seulement s'il existe un entier naturel n0 tel que la suite (un)n>n0
satisfait la

propriété P .

Vidéo : Terme d'une suite

Les suites étudiées dans 
e 
hapitre, sont dé�nies de deux façons di�érentes :

1. Chaque terme est dé�ni à partir des termes pré
édents, 
'est à dire (un) est dé�nie par un+1 =
f (un) et par un premier terme un0 .

On étudiera dans le détail 
es suites au paragraphe 5.

2. Chaque terme est dé�ni à partir de son rang, 
'est à dire un = f(n) pour n > n0.

Exemple 1.

Cal
uler u1 u2 et u3 pour 
ha
une des deux suites suivantes :
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1. Pour n > 0, un+1 =
√
un + 2 et u0 = 1.

2. un =

n
∑

k=1

1

k
pour n > 1

Vidéo : Corre
tion exemple 1

1.2 Raisonnement par ré
urren
e

Soit n un entier et P (n) une propriété. Si :

� Initialisation : Il existe un entier n0 tel que P (n0) est vraie.

� Hérédité : pour tout entier m > n0, P (m) vraie implique que P (m+ 1) est vraie.

alors la propriété P (n) est vraie pour tout entier n > n0.

Exemple 2.

Montrer par ré
urren
e que :

k=n
∑

k=1

k2 =
n(n+ 1)(2n + 1)

6

Vidéo : Corre
tion exemple 2

1.3 Suites arithmétiques et suites géomètriques.

1.3.1 Suites arithmétiques

Dé�nition 3. Soit r ∈ R. Une suite arithmétique de raison r est une suite (un)n∈N donnée par le

premier terme up est la relation de ré
urren
e :

∀n ∈ N, un+1 = un + r

On a alors :

∀n > p, un = up + (n− p)r

Propriété 1. Somme des termes 
onsé
utifs

La somme des termes 
onsé
utifs d'une suite arithmétique est égale à

nombre de termes

premier terme + dernier terme

2

Cas parti
ulier :

n
∑

k=1

k = 1 + 2 + ...+ n =
n(n+ 1)

2

1.3.2 Suites géométriques

Dé�nition 4. Soit q ∈ R
∗
. Une suite géométrique de raison q est une suite (un)n∈N donnée par le

premier terme up est la relation de ré
urren
e :

∀n ∈ N, un+1 = qun

On a alors :

∀n ∈> p, un = upq
n−p
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Propriété 2. Somme des termes 
onsé
utifs

La somme des termes 
onsé
utifs d'une suite géométrique dont la raison est di�érente de 1 est égale à

premier terme

1− raisonnombre de termes

1− raison

Cas parti
ulier : Si q 6= 1,
n
∑

k=0

qk= 1 + q + ...+ qn =

1− qn+1

1− q

1.4 Suites majorées, minorées, bornées

Dé�nition 5.

Soit (un)n∈N une suite réelle

1. On dit que la suite (un)n∈N est majorée si et seulement s'il existe un réel M véri�ant :

∀n ∈ N, un 6 M

2. On dit que la suite (un)n∈N est minorée si et seulement s'il existe un réel m véri�ant :

∀n ∈ N, un > m

3. On dit que la suite (un)n∈N est bornée si elle est à la fois minorée et majorée.

Exemple 3. Les suites suivantes sont-elles minorées, majorées ou bornées ?

1. un =
1

n
, n > 0

2. un =
n2 + 1

n+ 3

3. un = (−1)n cos(n).

Vidéo : Corre
tion exemple 3

Remarque 2.

La suite (un)n∈N est bornée si et seulement si (|un|)n∈N est majorée, 
'est à dire si et seulement s'il

existe un réel M > 0 véri�ant :

∀n ∈ N, |un| 6 M

Cette propriété très utilisée a en plus le mérite de pouvoir être utilisée ave
 les suites 
omplexes.

2 Sens de variation

Dé�nition 6.

Soit (un)n∈N une suite réelle.

1. On dit que (un)n∈N est 
roissante (respe
tivement stri
tement 
roissante) à partir du rang

n0 si et seulement si on a : ∀n > n0, un 6 un+1 (respe
tivement ∀n > n0, un < un+1)

2. On dit que (un)n∈N est dé
roissante (respe
tivement stri
tement dé
roissante) à partir du

rang n0 si et seulement si on a : ∀n > n0, un > un+1 (respe
tivement ∀n > n0, un > un+1)

3. On dit que (un)n∈N est monotone (respe
tivement stri
tement monotone) à partir du rang

n0 si et seulement si elle est 
roissante ou dé
roissante (respe
tivement stri
tement 
roissante ou

stri
tement dé
roissante) à partir du rang n0.
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4. On dit que (un)n∈N est 
onstante si et seulement si on a : ∀n ∈ N, un = un+1. On dit que

(un)n∈N est stationnaire si et seulement si elle est 
onstante à partir d'un 
ertain rang.

Exemple 4. Étudier la monotonie des suites suivantes : ∀n ∈ N
∗, un =

n
∑

k=1

1

k2

Propriété 3.

Lorsque (un)n∈N est une suite à termes stri
tement positifs à partir d'un 
ertain rang n0, il est parfois

utile d'utiliser la forme équivalente suivante de la dé�nition :

� (un)n∈N est 
roissante à partir du rang n0 ⇔ ∀n ∈ N, n > n0,
un+1

un
> 1

� (un)n∈N est dé
roissante à partir du rang n0 ⇔ ∀n ∈ N, n > n0,
un+1

un
6 1

Exemple 5. Étudier la monotonie des suites suivantes : ∀n ∈ N, un =
2n

n+ 1

Propriété 4.

Soit (un) la suite dé�nie par un = f(n) et soit n0 un entier. Si f est 
roissante (respe
tivement

dé
roissante) sur [n0; +∞[ alors (un) est 
roissante (respe
tivement dé
roissante) à partir du rang n0.

Exemple 6. Étudier la monotonie de la suite suivante : ∀n ∈ N, un = n2 − 10n + 21

Point méthode pour étudier les variations d'une suite

D'après la dé�nition, et la propriété pré
édente, on dispose don
 de 3 méthodes :

� Étudier le signe de un+1 − un

(Cette méthode peut s'appliquer pour toutes les suites mais il est parfois plus simple d'utiliser

une des deux méthodes 
i-dessous).

� Comparer le quotient

un+1

un
à 1.

(Cette méthode ne peut s'utiliser que pour des suites stri
tement positives à partir d'un 
ertain

rang. Il faut don
 le pré
iser lorsque l'on utilise 
ette méthode).

� Etudier les variations de f , lorsque le signe de f ′
se détermine fa
ilement.

(Cette méthode ne peut s'utiliser que pour les suites de la forme un = f(n).

Propriété 5. Monotonie des suites géomètriques

Soit (un) la suite géométrique de raison q et de premier terme u0.

Variation de la suite (un) :

q < 0 0 < q < 1 q = 1 1 < q

u0 < 0 Pas monotone Croissante Constante Dé
roissante

u0 > 0 Pas monotone Dé
roissante Constante Croissante

Exemple 7. Déterminer le sens de variations des suites suivantes :

1. un+1 = 0.3un u0 = 2

2. un+1 = 1.3un u0 = −2

3. un+1 = −1.3un u0 = −2
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3 Convergen
e d'une suite

3.1 Limite �nie d'une suite

Dé�nition 7.

Soit (un)n∈N une suite réelle et l ∈ R. On dit que la suite (un)n∈N 
onverge vers l et on note :

lim
n→+∞

un = l ou un → l
n→+∞

si et seulement si :

∀ε > 0,∃N ∈ N,∀n > N, |un − l| 6 ε

Exemple 8.

Donner un exemple de suite qui 
onverge vers e.

Remarque 3.

La manière dont N dépend de ε 
ara
térise 
e que l'on appelle la vitesse de 
onvergen
e de la suite.

Pour ε �xé, plus N est pro
he de 0, plus la vitesse de 
onvergen
e est rapide.

Dé�nition 8.

Soit x0 et a deux réels. On dit que a est une valeur appro
hée de x0 à ε près si :

|x0 − a| 6 ε.

Remarque 4.

Ainsi, un → l
n→+∞

⇔ pour tout ε > 0, un fournit à partir d'un 
ertain rang une valeur appro
hée de l à la

pré
ision ε.

Les suite numériques sont don
 utilisées pour trouver des valeurs appro
hées de réels dont on ne

peut 
al
uler les valeurs exa
tes.

Propriété 6.

Si un → l
n→+∞

alors |un| → |l|
n→+∞

Proposition 1.

Toute suite 
onvergente est bornée.

Vidéo : Démonstration de la proposition pré
édente non exigée

3.2 Limite in�nie d'une suite

Dé�nition 9.

Soit (un)n∈N une suite réelle. On dit que (un)n∈N tend vers +∞ (respe
tivement −∞) et on note

un → +∞
n→+∞

(respe
tivement un → −∞
n→+∞

) si et seulement si :

∀A ∈ R,∃N ∈ N,∀n > N,un > A

(respe
tivement ∀A ∈ R,∃N ∈ N,∀n > N,un 6 A ).

Dé�nition 10.

Soit (un)n∈N une suite réelle. On dit que la suite (un)n∈N est divergente si elle n'est pas 
onvergente,


'est à dire si la limite n'existe pas ou si elle est in�nie.

Exemple 9.

Donner deux exemples de suites qui divergent.
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3.3 Propriétés des limites

3.3.1 Limites et opérations

On peut réutiliser i
i, tous les tableaux des limites pour les fon
tions.

3.3.2 Limites et inégalités

Théorème 2. Passage des inégalités à la limite

Soient (un)n∈N et

(

u′n
)

n∈N
deux suites réelles qui 
onvergent respe
tivement vers les réels l et l′. On

suppose qu'il existe un 
ertain rang n0 à partir duquel ∀n > n0, un 6 u′n, alors l 6 l′.

Exemple 10.

Trouver deux suites (un) et (vn) telles que un < vn à partir d'un rang n0 et telles que (un) et (vn)

onvergent vers la même limite l.

Théorème 3. Théorème des gendarmes

Soient (un)n∈N, (vn)n∈N, (wn)n∈N trois suites réelles et l un réel. On suppose que un → l
n→+∞

et wn → l
n→+∞

et

on suppose qu'il existe un 
ertain rang n0 à partir duquel ∀n > n0, un 6 vn 6 wn alors vn → l
n→+∞

Théorème 4. Théorème de 
omparaison

1. Soient (un)n∈N et (vn)n∈N deux suites réelles. On suppose : un → +∞
n→+∞

et on suppose qu'il existe

un 
ertain rang n0 à partir duquel ∀n > n0, un 6 vn alors vn → +∞
n→+∞

2. Soient (un)n∈N et (vn)n∈N deux suites réelles. On suppose : vn → −∞
n→+∞

et on suppose qu'il existe

un 
ertain rang n0 à partir duquel ∀n > n0, un 6 vn alors un → −∞
n→+∞

Exemple 11.

� Montrer que la suite (un)n∈N∗ dé�nie par : ∀n > 1, un = 1 +
(−1)n

n2 + 1

onverge vers 1.

� Montrer que n! → +∞
n→+∞

3.3.3 Limite d'une suite et fon
tion 
ontinue

Théorème 5.

Si f est 
ontinue en a, et si lim
n→+∞

un = a, alors lim
n→+∞

f (un) = f (a).

Exemple 12.

Déterminer la limite de la suite (un) dé�nie par un = e
(−1)n

n

3.3.4 Limite des suites géometriques

Propriété 7.

Soit (un)n∈N une suite géometrique de raison q 6= 0 ave
 u0 6= 0.

1. si |q| < 1 alors un → 0
n→+∞

2. si q = 1 alors un → u0
n→+∞

(la suite est 
onstante)

3. si q > 1 alors un →
n→+∞

{

+∞ si u0 > 0
−∞ si u0 < 0

6
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4. si q 6 −1 alors (un) n'a pas de limite.

Exemple 13. Déterminer les limites suivantes :

1. un+1 = 0.3un u0 = 2

2. un+1 = 1.3un u0 = −2

3. un+1 = −1.3un u0 = −2

3.3.5 Convergen
e des suites monotones

Théorème 6. Théorème de la limite monotone

1. Soit (un)n∈N une suite 
roissante à partir d'un rang n0. Si 
ette suite est majorée, alors elle est


onvergente et on a : lim
n→+∞

un = sup {un|n ∈ N, n > n0}
Si elle n'est pas majorée, alors elle tend vers +∞

2. Soit (un)n∈N une suite dé
roissante à partir d'un rang n0. Si 
ette suite est minorée, alors elle

est 
onvergente et on a : lim
n→+∞

un = inf {un|n ∈ N, n > n0}
Si elle n'est pas minorée, alors elle tend vers −∞

Exemple 14.

Soit (un) la suite dé�nie par un =
k=n
∑

k=1

1

k2
. On admet que (un) 
onverge vers

π2

6
.

1. Justi�er que un 6
π2

6
pour tout n > 1.

2. Soit (vn) la suite dé�nie par vn =
k=n
∑

k=1

1

k3
. Étudier la 
onvergen
e de la suite (vn).

Vidéo : Corre
tion exemple 11

3.3.6 Limite des suites adja
entes

Dé�nition 11.

Soient (un)n∈N et (vn)n∈N deux suites réelles. On dit que 
es suites sont adja
entes si et seulement si

les deux 
onditions suivantes sont réunies :

1. Elles sont monotones et de sens de variations opposés.

2. un − vn →
n→+∞

0

Théorème 7. Convergen
e

Soient (un)n∈N et (vn)n∈N deux suites réelles adja
entes. Alors elles sont 
onvergentes et ont la même

limite. De plus leur limite 
ommune est 
omprise pour tout n entre un et vn.

Exemple 15.

Pour tout n > 1, on pose : un = 1 +
1

1!
+

1

2!
+ · · ·+ 1

n!
et vn = un +

1

n.n!
.

Montrer que les suites (un)n∈N et (vn)n∈N sont adja
entes.

Leur limite 
ommune est le nombre e. Nous le démontrerons l'an pro
hain.

Vidéo : Corre
tion exemple 12
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3.3.7 Limite des suites extraites

Dé�nition 12.

La suite (vn) est une suite extraite de la suite (un) s'il existe une appli
ation ϕ stri
tement 
roissante

de N vers N telle que : ∀n ∈ N vn = uϕ(n)

Dans la pratique, nous utiliserons beau
oup les suites extraites d'indi
es pairs et impairs 
'est à

dire les sous-suites : (u2n)n∈N et (u2n+1)n∈N

Théorème 8.

Soit (un)n∈N une suite réelle. On suppose que u2n → l
n→+∞

et u2n+1 → l
n→+∞

alors un → l
n→+∞

Exemple 16.

Étudier la 
onvergen
e de la suite réelle (un)n∈N dé�nie par : un = (−1)n sin

(

1

n

)

Vidéo : Corre
tion exemple 13

Théorème 9.

Toute suite extraite d'une suite 
onvergente 
onverge vers la même limite.

Remarque 5.

On peut utiliser la 
ontraposée du théorème pré
édent pour démontrer qu'une suite (un) n'est pas


onvergente :

� d'exhiber une suite extraite non 
onvergente.

� ou d'exhiber deux suites extraites 
onvergeant vers des limites di�érentes.

Exemple 17.

Nature de la suite (un) dé�nie par : un = (−1)n.

Vidéo : Corre
tion exemple 14

4 Suites ré
urrentes linéaires d'ordre 2

(Cette partie 4 est donnée pour information et ne sera pas évaluée)

Théorème 10. Suites ré
urrentes doubles

On 
onsidère la suite (un)n∈N dé�nie par ses 2 premiers termes u0 et u1 et la relation de ré
urren
e :

∀n ∈ N, un+2 = aun+1 + bun

a et b étant des réels.

On appelle équation 
ara
téristique, l'équation (EC) : x2 − ax− b = 0. On 
onsidère les deux

solutions α et β de 
ette équation :

� Si α et β sont deux réels distin
ts, 
'est à dire ∆ = a2 + 4b > 0, il existe alors deux 
onstantes

réelles A et B telles que :

∀n ∈ N, un = Aαn +Bβn

� Si α et β sont deux réels égaux, 
'est à dire ∆ = a2 + 4b = 0, il existe alors deux 
onstantes

réelles A et B telles que :

∀n ∈ N, un = (An +B)αn

8
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� Si α et β sont deux 
omplexes 
onjugués, 
'est à dire ∆ = a2 + 4b < 0, ils peuvent don
 être

é
rits : α = ρeiθ et β = ρe−iθ
. Il existe alors deux 
onstantes réelles A et B telles que :

∀n ∈ N, un = ρn (A cos(nθ) +B sin(nθ))

Dans 
haque 
as, les 
onstantes A et B sont obtenues en résolvant un système de deux équations

à deux in
onnues en fon
tion de u0 et u1.

Exemple 18.

On 
onsidère la suite de Fibona

i (un)n∈N dé�nie par ses premiers termes u0 = u1 = 1 est la relation

de ré
urren
e :

∀n ∈ N, un+2 = un+1 + un

Donner une expression de un en fon
tion de n.

Vidéo : Corre
tion exemple 15

5 Suites ré
urrentes réelles un+1 = f (un)

5.1 Dé�nition

Exemple 19. 1. Représenter la fon
tion f dé�nie par f(x) = 2
√
2x− 4 pour x ∈[2 ; 6℄, et la droite

d'équation y = x.

2. Dis
uter, suivant la valeur de u0, l'existen
e de la suite (un) dé�nie par un+1 = f(un) à l'aide du

graphique.

3. Soit I = [4;+∞[. Montrer que si u0 ∈ I alors la suite (un) est bien dé�nie.

Vidéo : Corre
tion exemple 16 question 1) et 2)

Vidéo : Corre
tion exemple 16 question 2)

Vidéo : Corre
tion exemple 16 question 3

Propriété 8.

Soit f une fon
tion réelle dé�nie sur un intervalle I de R. Soit a ∈ I. La suite ré
urrente (un) dé�nie
par u0 = a et ∀n ∈ N, un+1 = f (un) est dé�nie si f (I) ⊂ I, et on a alors un ∈ I pour tout n ∈ N.

Dans toute la suite du paragraphe, on 
onsidère :

� I un intervalle de R.

� f une fon
tion telle que f(I) ⊂ I.

� Une suite (un) dé�nie par un+1 = f(un) et u0 ∈ I.

5.2 Sens de variation

Propriété 9.

Si f est 
roissante sur I, alors (un) est une suite monotone :

� 
roissante si f (u0) > u0 i.e. si u1 > u0.

� dé
roissante si f (u0) 6 u0 i.e. si u1 6 u0.

Exemple 20.

Démontrer la propriété 
i-dessus.

9
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Vidéo : Corre
tion exemple 17

Remarque 6. Dans le 
as où la fon
tion f est dé
roissante sur I alors la suite (un) n'est pas monotone :

en e�et supposons par exemple que u1 > u0 
omme f est dé
roissante sur I nous obtenons f(u1) 6 f(u0)
à savoir u2 6 u1 puis f(u2) > f(u1) à savoir u3 > u2, le signe de la di�éren
e entre deux termes


onsé
utifs varie.

5.3 Convergen
e

Propriété 10.

Si I est borné et si f est 
roissante, alors quel que soit u0 ∈ I, la suite (un) est 
onvergente.

Exemple 21.

Démontrer la propriété 
i-dessus.

Vidéo : Corre
tion exemple 18

Propriété 11.

Si f est 
ontinue sur I et si (un) 
onverge vers l ∈ I, alors f (l) = l i.e. l est un point �xe de f .

Exemple 22.

Démontrer la propriété 
i-dessus.

Vidéo : Corre
tion exemple 19

Exemple 23.

On 
onsidère la suite (un)n∈N dé�nie dans l'exemple 19, 
'est à dire u0 = 6 et la relation de ré
urren
e :

∀n ∈ N, un+1 = f(un) ave
 f(x) = 2
√
2x− 4.

1. Justi�er que la suite (un)n∈N est bien dé�nie.

2. Étudier les variations de (un).

3. En utilisant les diférentes propriétés 
i-dessus, montrer que (un) 
onverge et déterminer sa limite.

Vidéo : Corre
tion exemple 20

Remarque 7. Exemple : 
her
hons une solution de l'équation f(x) = 0 ave
 f(x) = x4 + 3x+ 1.
On montre que f est stri
tement 
roissante et 
ontinue sur [-1 ;0℄, que f(−1) = −1 et f(0) = 1.

D'après le théorème des valeurs intermédiaires, il existe un unique réel x0 ∈]− 1; 0[ tel que f(x0) = 0.
On peut aussi montrer que les deux suites suivantes 
onvergent vers x0 :

� Méthode de Lagrange : un+1 =
−1

u3n + 3
et u0 = −1

� Méthode de Newton : vn+1 =
3vn − 1

4v3n + 3
et v0 = 0

Pour obtenir une valeur appro
hée de x0 à 10−15
près, il su�t de 
al
uler v4, alors qu'il faut

aller jusqu'à u12. La méthode de Newton est, en général, une méthode qui 
onverge beau
oup plus

rapidement que la méthode de Lagrange.

On trouve que -0,337666765642802 est une valeur appro
hée de x0 à 10−15
près.
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6 Comparaison des suites

6.0.1 Suites négligeables

Dé�nition 13.

Soient (un)n∈N et (vn)n∈N deux suites réelles. On dit que (un)n∈N est négligeable devant (vn)n∈N
lorsque n → +∞ si et seulement si :

∀ε > 0,∃N ∈ N,∀n > N, |un| 6 ε|vn|

On note : un =
n→+∞

o (vn) ou tout simplement un = o(vn). On dit aussi que un est in�niment petit par

rapport à vn et que vn est in�niment grand par rapport à un lorsque n → +∞.

Propriété 12.

Si(vn) est non nul à partir d'un 
ertain rang :

un = o(vn) ⇔
un

vn
→ 0

n→+∞

Exemple 24.

1. Montrer que n! = o(nn).

2. La suite (
1

n
) est-elle négligeable devant la suite (

1

n2
) ?

3. La suite (1, 1n) est-elle négligeable devant la suite (n1000) ?

Vidéo : Corre
tion exemple 21

6.0.2 Suites équivalentes

6.0.3 Dé�nition

Dé�nition 14.

Soient (un)n∈N et (vn)n∈N deux suites réelles. On dit que (un)n∈N est équivalente à (vn)n∈N lorsque

n → +∞ si et seulement si on a : un − vn = o(vn). On note un ∼
+∞

vn ou plus simplement un ∼ vn.

On dit également que un est un équivalent de vn.

Ainsi, une 
ara
térisation simple de l'équivalen
e, lorsque les termes de la suite (vn)n∈N sont non

nuls à partir d'un 
ertain rang est :

un ∼
+∞

vn ⇔ un

vn
→

n→+∞

1

Remarque 8. Attention Danger !

Ne pas 
onfondre les propriétés un ∼
+∞

vn et un−vn → 0. Il n'existe au
une relation d'impli
ation entre

elles deux. En e�et :

� Prenons un =
1

n
et vn =

1

n2
alors un − vn →

n→+∞

0 mais

un

vn
→

n→+∞

+∞ 6= 1 ⇒ un ≁
+∞

vn

� Prenons un = n2+n et vn = n2
alors

un

vn
= 1+

1

n
→

n→+∞

1 ⇒ un ∼ vn. Et pourtant : un− vn = n

ne tend pas vers 0 !
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6.0.4 Re
her
he pratique d'équivalents

Pour une suite (un) dé�nie par un = f(n), on peut, lorsque 
ela est possible, trouver un équivalent

de un à l'aide d'un développement limité de f en +∞.

Exemple 25.

Donner un équivalent simple de un = n ln

(

√

n+ 1

n− 1

)

Vidéo : Corre
tion exemple 22

7 Exer
i
es TD1 à TD5

Exer
i
e 1.

Déterminer les variations et les limites des suites suivantes :

1. un = en − 5n

2. un+1 = −5un et u0 = 3.

3. un+1 = 0, 5un et u0 = −3

4. un+1 = −0, 5un et u0 = −5.

Exer
i
e 2.

On 
onsidère trois suites (un), (vn) et (wn) qui véri�ent la propriété suivante :

" Pour tout entier naturel n stri
tement positif : un 6 vn 6 wn ."

Co
her la ou les a�rmation(s) qui sont exa
tes et justi�er votre 
hoix.

1. Si la suite (vn) tend vers −∞, alors :

� La suite (wn) tend vers −∞.

� La suite (un) est majorée .

� La suite (un) tend vers−∞.

� La suite (wn) n'a pas de limite.

2. Si un > 1, wn = 2un et lim un = l ave
 l ∈ R alors

� lim vn = l.

� La suite (wn) tend vers +∞.

� lim (wn − un) = l.

� On ne sait pas dire si la suite (vn) a une limite ou non.

3. Si lim un = -2 et lim wn = 2, alors :

� La suite (vn) est majorée

� lim (vn) =0

� la suite (vn) n'a pas de limite

� On ne sait pas dire si la suite (vn) a une limite ou non.

4. Si un =
2n2 − 1

n2
et wn =

2n2 + 3

n2
alors :

� lim (wn)=0

� lim (vn) =2

� lim (un) = 2

12
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� la suite (vn) n'a pas de limite.

Exer
i
e 3.

Cal
uler la somme des n premiers nombres impairs.

Exer
i
e 4.

On appelle suite arithméti
o-géométrique, toute suite (un)n∈N dé�nie par son 1er terme u0 et par une

relation du type : ∀n ∈ N, un+1 = aun + b où a et b sont deux réels �xés.

1. Exprimer un en fon
tion de n lorsque a = 1.

2. On suppose a 6= 1

(a) Véri�er que l'équation ℓ = aℓ+ b admet une unique solution l.

(b) On pose wn = un − ℓ. Véri�er que (wn)n∈N est une suite géométrique.

(
) Exprimer un en fon
tion de a, b, n, u0.

(d) Déterminer la valeur de

n
∑

k=0

uk en fon
tion de a, b, n, u0.

Exer
i
e 5.

Conje
turer la valeur de un en fon
tion de n et u0 ou u1 pour les suites (un)n∈N suivantes puis démontrer

par ré
urren
e vos 
onje
tures :

1. u1 = 5 et ∀n ∈ N
∗, un+1 =

n

2
un

2. ∀n ∈ N, un+1 = en−2un et u0 ∈ R.

3. u1 = 1 et ∀n ∈ N
∗, un+1 = − n

n+ 1
un

4. ∀n ∈ N, un+1 = 2un + 2n et u0 ∈ R.

5. ∀n ∈ N, un+1 = (un)
2
et u0 ∈ R.

Exer
i
e 6.

Étudier la 
onvergen
e et la monotonie de la suite (vn) dé�nie par : vn = cos
(

n
π

4

)

.

Exer
i
e 7.

1. Montrer que que pour tout k > 0 :

1

k(k + 1)
=

1

k
− 1

k + 1

2. En déduire la valeur de un =

n
∑

k=1

1

k(k + 1)

3. On pose pour n ∈ N
∗, vn =

n
∑

k=1

1

k2

� Montrer que vn 6 1 + un−1

� En déduire que le suite (vn) est 
onvergente.

Exer
i
e 8.

On pose Sn =
n
∑

k=1

(−1)k

k
, un = S2n, vn = S2n+1.

Montrer que les suites (un)n∈N et (vn)n∈N sont adja
entes.

En déduire la 
onvergen
e de la suite (Sn)n∈N

13
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Exer
i
e 9.

On 
onsidère la suite (un)n∈N dé�nie par son premier terme u0 = 2 et la relation de ré
urren
e :

∀n ∈ N, un+1 =
1

2

(

un +
3

un

)

1. Montrer que la suite (un)n∈N est bien dé�nie.

2. Montrer que (un)n∈N est minorée par

√
3

3. Étudier le sens de variation de (un)n∈N puis montrer qu'elle 
onverge vers

√
3

Exer
i
e 10.

Soit la suite (un)n∈N dé�nie par u0 = 1 et : ∀n ∈ N, un+1 =
1

4
u2n + 1

1. Montrer que la suite (un)n∈N est 
roissante.

2. Montrer par ré
urren
e que la suite (un)n∈N est majorée. Con
lure.

3. Cal
uler lim
n→+∞

un.

4. Que se passe t-il si on prend u0 = 3 ?

Exer
i
e 11.

Donner un équivalent des suites 
i-dessous sous la forme

k

nα
:

1. un = (1 +
a

n
)n

2. un =
n2 + 3

n5 + 1

3. un =
sin(n) + n√
n+ cos(n)

4. L'a�rmation suivante est elle vraie ou fausse :

ln(n)

n3
∼ 1

n3

ar ln(n) est négligeable devant n3

.

Exer
i
e 12.

1. Montrer que la suite un =
e−n + 2

n2 + 1
est négligeable devant

k

nα
où l'on déterminera les réels k et

α.

2. (a) A t'on

sin2(n)

n2
= o(

1

n3
) ?

(b) Et a t'on

sin2(n)

n2
= o(

1

n2
) ?

3. Montrer que

ln(n)

n2
= o(

1

n
3
2

)

Exer
i
e 13.

On se propose d'étudier l'évolution d'une population de 
o

inelles à l'aide d'un modèle utilisant la

fon
tion numérique f dé�nie par f(x) = kx(1−x), k étant un paramètre qui dépend de l'environnement

(k ∈ R
+∗). Dans le modèle 
hoisi, on admet que le nombre des 
o

inelles reste inférieur à un million.

L'e�e
tif des 
o

inelles, exprimé en millions d'individus, est appro
hé pour l'année n par un nombre

réel un, ave
 un 
ompris entre 0 et 1. Par exemple, si pour l'année zéro il y a 300 000 
o

inelles, on

prendra u0 = 0, 3. On admet que l'évolution d'une année sur l'autre obéit à la relation un+1 = f(un),
f étant la fon
tion dé�nie 
i-dessus.

Le but de l'exer
i
e est d'étudier le 
omportement de la suite (un) pour di�érentes valeurs de la

population initiale u0 et du paramètre k. On étudiera les variations de f et le signe de f(u0)− u0 en

distinguant les 
as où k ∈]0, 1] et k ∈ [1, 2].
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