
1A M1.2 2018-2019LES APPLICATIONS
Objetifs� Connaître quelques éléments types des démonstrations.� Connaître la dé�nition d'une appliation.� Savoir déterminer l'injetivité, la surjetivité, la bijetivité d'une appliation.� Connaître l'image direte et l'image réiproque d'un ensemble par une appliation.
1 Les appliationsDé�nition 1.Soient E et F deux ensembles, une appliation f de E dans F est la donnée d'un proédé(expliite, algorithmique,...), qui à tout élément x de E assoie un unique élément y noté f(x)de F.

f

{E → F
x 7→ y = f(x)E est appelé ensemble de départ de f et F son ensemble d'arrivée.Soit x un élément de E ; l'élément y = f(x) est appelé l'image de x par f.Soit y 2 F, s'il existe un élément x tel que y = f(x) alors x est appelé antéédent de y par f.Attention, il peut exister plusieurs antéédents pour y.On note F (E;F), l'ensemble des appliations de E dans F.Les mots "fontions" et "appliations" sont synonymes. L'usage en analyse a ependant vouluque l'on onserve plut�t le premier que le seond. Néanmoins dans un soui pédagogique, nousonservons dans e hapitre le mot "appliation" en prévision d'un hapitre intitulé "appli-ations linéaires".Ainsi, une appliation f 'est la donnée de trois paramètres :� un ensemble de départ E� un ensemble d'arrivée F� un proédé qui assoie x à f(x)Si on hange l'un de es trois paramètres, on hange alors d'appliation, même si les deuxautres sont identiques. Toutefois, il est fréquent en pratique, que l'ensemble E ne soit pasonnu à priori. A partir de f(x), il faut alors déterminer l'ensemble des réels x pour lesquelselle a un sens. Cet ensemble est appelé ensemble de dé�nition ou domaine de dé�nition.1 JA-NP-SR



1A M1.2 2018-2019Proposition 1.Pour démontrer que deux appliations f et g sont égales il faut véri�er qu'elles ont :� le même ensemble de départ E� le même ensemble d'arrivée F� les mêmes valeurs, 'est à dire : 8x 2 E, f(x) = g(x)Exemple 1.Si f : x 7→ x2 est une appliation de R+ dans R et g : x 7→ x2 est une appliation de R dans Ralors f 6= g ar les ensemble de départ sont di�érents.2 Image direte et réiproqueDé�nition 2.Soit f une appliation de E dans F. Si A est une partie de E, on appelle image direte de Apar f, le sous-ensemble de F onstitué des images par f de tous les éléments de A.On note f (A) et ensemble. Ainsi, un élément y de F est dans f (A) si et seulement si il existe
x dans A tel que y = f(x). Symboliquement :

f (A) = {y 2 F/9x 2 A, y = f(x)} = {f(x)/x 2 A}Dans le as où A = E, alors l'ensemble f (E), image de E par f est dit espae image de f etse note Im f.Exemple 2.Déterminer f(B) et représenter f(E).

Dé�nition 3.Soit f une appliation de E dans F. Si B est une partie de F, on appelle image réiproque deB par f, le sous-ensemble de E onstitué des éléments de E dont l'image est dans B.On note f−1 (B) et ensemble. Ainsi, un élément x de E est dans f−1 (B) si et seulement sison image f(x) est dans B. Symboliquement :
f−1 (B) = {x 2 E/f(x) 2 B}Exemple 3.Déterminer f−1(R) et représenter f−1(F) dans l'exemple préédent.2 JA-NP-SR



1A M1.2 2018-2019Remarque 1. Méthode.Soit f 2 F (E,F),1. Pour trouver l'image réiproque d'une partie B de F parf, il su�t de résoudre f(x) 2 B2. Pour trouver l'image direte d'une partie A de E par f , il su�t de trouver les éléments
y 2 F pour lesquels l'équation (y = f(x) et x 2 A) a au moins une solution.Exemple 4.Soit l'appliation de R dans R, f : x 7→ x2.1. Déterminer les ensembles suivants : f([−3,−1]), f([−2, 1]), f([−3,−1][[−2, 1]) et f([−3,−1]\
[−2, 1]). Les omparer.2. Mêmes questions ave les ensembles f−1(]−∞, 2]), f−1([1,+∞[), f−1(]−∞, 2][ [1,+∞[)et f−1(] −∞, 2] \ [1,+∞[).3. Soit E et F deux ensembles, f une fontion de E dans F. Démontrer que pour A et Bdans P(E) on a f(A \ B) � f(A) \ f(B) et démontrer que l'égalité n'est pas vraie.3 Composition des appliationsDé�nition 4.Soient E, F et G trois ensembles, f une appliation de E dans F et g une appliation deF dans G. On note g Æ f l'appliation de E dans G qui, à tout élément x de E, assoiel'élément(g Æ f) (x) = g (f (x)). L'appliation g Æ f est l'appliation omposée de f par gRemarque 2.En général g Æ f 6= f Æ g !Propriété 1.1. Soit f 2 F (G,H) , g 2 F (F,G) , h 2 F (E,F) alors : (f Æ g) Æ h = f Æ (g Æ h)2. Soit f 2 F (E,E) , f Æ IdE = IdE Æ f = fExemple 5.Donner g Æ f et f Æ g ave E = F = G = R , f(x) = x2 − 1, g(x) = 2x− 34 Fontions surjetives, injetives, bijetives4.1 SurjetionDé�nition 5.Soit f une appliation d'un ensemble E vers un ensemble F. On dit que f est surjetive ouque f est une surjetion si elle véri�e l'une des trois propriétés équivalentes suivantes :1. Pour tout élément y de F, l'équation y = f (x) admet au moins une solution,3 JA-NP-SR



1A M1.2 2018-20192. 8y 2 F, 9x 2 E tel que y = f(x)3. Tout élément de l'ensemble d'arrivée F admet au moins un antéédent par fEn anglais, surjetif se dit "onto", e qui évoque l'idée d'un reouvrement de l'ensemble d'ar-rivée par les images de l'appliation f. Le mot surjetion vient d'ailleurs du latin superjaiosigni�ant "jeter par dessus", on jette ii E par dessus F !Exemple 6.L'appliation f de R dans R qui à tout réel x assoie f (x) = x3 − 3x est-elle surjetive ?Propriété 2.Soit f une fontion de E dans F. Alors f est une surjetion de E dans f(E).Exemple 7.Démontrer la propriété préédente.4.2 InjetionDé�nition 6.Soit f une appliation d'un ensemble E vers un ensemble F. On dit que f est injetive ou que
f est une injetion si elle véri�e l'une des quatre propriétés équivalentes suivantes :1. Pour tout élément y de F, l'équation y = f (x) admet au plus une solution,2. 8 (x1, x2) 2 E2, f (x1) = f (x2) ⇒ x1 = x23. 8 (x1, x2) 2 E2, x1 6= x2 ⇒ f (x1) 6= f (x2)4. Tout élément de l'ensemble d'arrivée F admet au plus un antéédent par fLa aratéristique d'une injetion est don que deux éléments distints de l'ensemble dedépart ont deux images distintes dans l'ensemble d'arrivée. En anglais "injetive" se dit defaçon imagée "one-to-one" (haun son image).Propriété 3.Soit I une partie de R et soit f une fontion réelle stritement monotone sur I. Alors f estune injetion de I vers R.Exemple 8.1. L'appliation f de R dans R qui à tout réel x assoie f (x) = x3 − 3x est-elle injetive ?2. La réiproque de la propriété préédente est-elle vraie ?4.3 BijetionDé�nition 7.Soit f une appliation d'un ensemble E vers un ensemble F. On dit que f est bijetive ou que
f est une bijetion si elle véri�e l'une des quatre propriétés équivalentes suivantes :1. Pour tout élément y de F, l'équation y = f (x) admet une unique solution,4 JA-NP-SR



1A M1.2 2018-20192. 8y 2 F, 9!x 2 E tel que y = f(x)3. Tout élément de l'ensemble d'arrivée F admet un seul antéédent par f4. f est injetive et surjetiveRemarque 3.En général, une appliation n'est ni injetive, ni surjetive.Exemple 9.Déterminer l'injetion, la surjetion, la bijetion dans les �gures i-dessous :

Propriété 4.Soit f une fontion réelle ontinue et stritement monotone sur un intervalle I. Alors f estune bijetion de I sur f(I)4.4 Exemples1. L'appliation f de R dans R qui à tout réel x assoie f (x) = ex est injetive (onti-nue et stritement roissante) mais n'est pas surjetive (auun réel négatif n'admetd'antéédent)2. L'appliation f de R dans R qui à tout réel x assoie f (x) = sin (x) n'est pas injetivear 8x 2 R, sin (x) = sin (x + 2π) et n'est pas non plus surjetive ar auun réel dont lavaleur absolue est supérieur à 1 n'admet d'antéédent.5 Bijetion réiproqueDé�nition 8.Soit f une bijetion d'un ensemble E dans un ensemble F. L'appliation réiproque de f,notée f−1 est l'appliation de F vers E, dé�nie pour tout y de F par,
x = f−1 (y) ⇒ y = f(x)Théorème 2.Si f 2 F (E,F) , g 2 F (F,E) sont telles que f Æ g = IdF et g Æ f = IdE alors elles sont toutesdeux bijetives et réiproques l'une de l'autre.5 JA-NP-SR



1A M1.2 2018-2019Méthode Pour montrer qu'une appliation f appartenant à F (E,F) est bijetive et trouversa réiproque, on peut :1. Soit exhiber une appliation g 2 F (F,E) telle que f Æ g = IdF et g Æ f = IdE2. Soit résoudre l'équation y = f(x) pour montrer qu'elle admet quel que soit y 2 F, uneunique solution x = f−1 (y)Exemple 10.Soit f la fontion dé�nie sur R par f(x) = 2x+ 5.1. Justi�er sans alul que f est une bijetion de R dans R.2. Déterminer la fontion réiproque g de f.3. Véri�er que g est bien la fontion réiproque de f.Propriété 5.Soit f est une fontion bijetive d'un ensemble I vers un ensemble J et stritement roissante(Resp. déroissante), alors sa fontion réiproque est une fontion stritement roissante sur
J(Resp. déroissante).Propriété 6. Dérivée d'une fontion réiproqueSoit f est une fontion bijetive et dérivable d'un ensemble I vers un ensemble J.8y 2 J / f 0(f−1(y) 6= 0, (f−1) 0(y) = 1

f 0(f−1(y)Exemple 11.Retrouver la dérivée de la fontion exponentielle omme réiproque de la fontion logarithmenépérien.ExeriesExerie 1.1. Que vaut f (A) dans le as suivant : f{R → R
x 7→ x2

et A =

"
−
1

2
, 2

#.2. Soit f (x) = x− 2

x− 1
. Donner son ensemble de dé�nition D. Déterminer f (D).Exerie 2.Caluler si 'est possible f−1(0) et f−1({0}) pour les fontions suivantes dé�nies sur R :1. f(x) = x− 12. f(x) = x2 − 1Exerie 3.Soit E et F deux parties de R. On onsidère l'appliation f de E dans F dé�nie par :

f (t) =
1

2
t2 + 3 t+ 2. 6 JA-NP-SR



1A M1.2 2018-20191. On onsidère E = R et F = R. Traer la représentation graphique (C) de f dans le planrapporté au repère orthonormé� O,~i,~j
�.2. En utilisant la ourbe, déterminer les ensembles f (R), f (R+), f (]−4; 1]), f−1 (R), f−1 (R+)et f−1 ([−3; 2]) .3. Dans les trois as suivants, l'appliation f ainsi dé�nie est-elle injetive, surjetive,bijetive ?(a) E = R et F = R(b) E = [−3,+∞ [ et F = R ;() E = [−3,+∞ [ et F =

"
−
5

2
; +∞

".Exerie 4.Soit f{N → N
x 7→ x+ 1

et g{N → N
y 7→ 0 si y = 0 , y− 1 sinon1. Étudier l'injetivité, la surjetivité et la bijetivité éventuelles de f et de g, et déterminer

f−1 et g−1 le as éhéant.2. Préiser g Æ f et f Æ g.Exerie 5.Dire si les appliations suivantes sont injetives, surjetives, bijetives. Lorsque e sont desbijetions, préiser la bijetion réiproque :1. f : R → R
x 7→ x

1+ |x|2. f : {R2 → R2

(x, y) 7→ (2x − y, x+ y)3. f : {R2 → R
(x, y) 7→ 2x+ y − 14. f : {R → R2

x 7→ (x + 1, 2x+ 1)Exerie 6.Montrer que la relation y = x+
q
x2 + 1 dé�nit une appliation f de R → R�

+Montrer que f est bijetive et trouver sa réiproque.Exerie 7.L'appliation f : C \ {0} → C , z 7→ z+
1

z
est-elle injetive ? surjetive ? bijetive ?Donner l'image par f du erle de entre 0 et de rayon 1.Donner l'image réiproque par f de la droite iR.7 JA-NP-SR



1A M1.2 2018-2019Exerie 8.Soient f 2 F (E,F) et g 2 F (F,G) deux appliations. Montrer que :1. Si f et g sont injetives alors g Æ f est injetive2. Si f et g sont surjetives alors g Æ f est surjetive3. Si f et g sont bijetives alors g Æ f est bijetive.Exerie 9. (Faultatif)Soit f : [0, 1] → [0, 1] telle que
f(x) =

{
x si x 2 [0, 1] \ Q ,
1− x sinon.1. Démontrer que f Æ f = id.2. En déduire que f est bijetive et déterminer la fontion réiproque de f.Exerie 10. (Faultatif)On onsidère quatre ensembles A,B, C et D et des appliations f : A → B, g : B → C,

h : C → D. Montrer que :
g Æ f injetive ⇒ f injetive,

g Æ f surjetive ⇒ g surjetive.Montrer que : �
g Æ f et h Æ g sont bijetives � ⇔

�
f, g et h sont bijetives�.
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