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LES APPLICATIONS

1 Fonctions circulaires réciproques

1.1 Arc sinus

1.1.1 Définition

Définition 1.
.. . . < 7T TU| | . .
La restriction de la fonction sinus a {—2; 2] a valeurs dans [-1;1] est continue et strictement
T
croissante, donc elle admet une bijection réciproque définie sur [—1;1] a valeurs dans [—2; 2}
appelée Arc sinus et notée Arcsin.
On a donc : oo
Arcsin: [-1;1] — [—;}
[—1;1] 273
Remarque 1 (ATTENTION). La fonction Arcsin n’est pas la bijection réciproque de la fonction
. . . T T
sinus mais celle de sa restriction a {—2; 2}. On a donc par exemple :
1 1
sin [ Arcsin - | = =
(aren3) =
s s
Arcsin (sin ) =—
8 8
mais

) . 3w T ) . T T . ] 3m
Arcsin | sin il car c’est 'unique élément de _Z; 2} ayant le méme sinus que i

—

& Vidéo : La remarque 1 en détail
.. .. Am
Exemple 1. Calculer Arcsin(sin g) et Arcsm(snt?).
Proposition 1.
Arcsin est strictement croissante (cf chapitre précédent), et continue sur [—1;1].
1.1.2 Dérivée

Proposition 2. 1

V1 —x?

Vx €] — 1;1[, Arcsin’ x =
& Vidéo : Démonstration de la formule de dérivée

1.1.3 Parité

Arcsin est impaire car c’est la bijection réciproque d’une fonction impaire. On peut donc
réduire ’étude a [0;1].
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1.1.4 Représentation graphique
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1.2 Arc cosinus

1.2.1 Définition

Définition 2. La restriction de la fonction cosinus & [0;7t] & valeurs dans [-1;1] est continue et
strictement décroissante, donc elle admet une bijection réciproque définie sur [—1; 1] & valeurs
dans [0;7t] appelée Arc cosinus et notée Arccos.
On a donc :

Arccos : [—1;1] — [0; 7]

Remarque 2 (ATTENTION). La fonction Arccos n’est pas la bijection réciproque de la fonction
cosinus mais celle de sa restriction a [0;71]. On a donc par exemple :

2 2
cos <Arccos 3> =

Tt
A —) =
ICCOS (COS 5>

vl Wl

mais
47 27 47t

Arccos (cos 3> =3 car c’est I'unique élément de [0;71] ayant le méme cosinus que 3

Exemple 2. Calculer Arccos(cos —g) et Arccos(cos g)

Proposition 3.
Arccos est strictement décroissante et continue sur [—1;1].
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1.2.2 Dérivée

Proposition 4.

—1
V1T —x2

Vx €] — 1;1[, Arccos’ x =

Exemple 3.
Démontrer la proposition précédente.

Attention
Arccos n’est ni paire ni impaire.

1.2.3 Représentation graphique
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Exemple 4,
Montrons de deux maniéres différentes que : Vx € [—1;1], Arccos x + Arcsinx =

NI A

1. lére méthode

(a) Calculer la dérivée de Arccosx + Arcsin x

(b) En déduire que Vx € [—1;1], Arccos x + Arcsinx = g
2. 2éme méthode

(a) Montrer que cos(Arccos x + Arcsinx) =0

(b) Montrer que sin(Arccosx + Arcsinx) = 1
(c) Montrer que Vx € [—1;1], Arccos x + Arcsinx € [—%;3%]
(d) En déduire que Vx € [—1;1], Arccos x + Arcsinx = g
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1.3 Arc tangente
1.3.1 Définition

Définition 3.
La restriction de la fonction tangente a }—2; 2{ a valeurs dans ] — oco; +o00o[ est continue et
strictement croissante, donc elle admet une bijection réciproque définie sur | — oo;+oo[ a
valeurs dans ]—7;; 721{ appelée Arc tangente et notée Arctan.
On a donc : o

Arctan: R — ]—2;2{

Remarque 3 (ATTENTION). La fonction Arctan n’est pas la bijection réciproque de la fonction

. L T T
tangente mais celle de sa restriction a }—2; 5 { On a donc par exemple :

tan (Arctan5) =5

Arctan (tan 7;) =

N |

mais

8m T ) . T T . 8m
Arctan | tan — =3 car c’est l'unique élément de }—2; 5 [ ayant la méme tangente que —-

2
Exemple 5. Calculer Arctan(tan—;—t) et Arctan(tan ?ﬂ)

Proposition 5.
Arctan est strictement croissante et continue sur R.

1.3.2 Dérivée

Proposition 6. 1

1+ x2

Vx € R, Arctan’x =

Exemple 6.
Démontrer la proposition précédente.

1.3.3 Parité

Arctan est impaire car c’est la bijection réciproque d’une fonction impaire.
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1.3.4 Représentation graphique
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Exemple 7.
Montrer, en dérivant les expressions, que :
1 =
1. Vx > 0, Arctan x + Arctan — = 5
X
s

2. V¥x < 0,Arctanx + Arctan — = —
X

2 Exercices
107t
3

Exercice 1.
1. Calculer si possible : sin(arcsin(2)), arccos(cos(27)), arcsin(sin(——))
. cos(arcsin(x)), cos(arctan(x)) et

2. Simplifier, en précisant le domaine de définition
tan(arcsinx)).

Exercice 2.
Résoudre 1’équation suivante :
JA-NP-SR

. T .
arcsin(v/3x) = 5= arcsin x
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Exercice 3.
Etudier les fonctions suivantes :

f(x) = sin (arcsin x) etg(x) = arcsin (sin x)

Exercice 4. On considére la fonction : f(x) = arcsin ( ] > — 2arctanx.

+ x?
1. Quel est 'ensemble de définition de f7?

2. Calculer f'. En déduire une expression plus simple de f sur chacun des intervalles ol
le raisonnement est valable.

3. Donner la représentation graphique de f.

Exercice 5. (facultatif)
Le schéma ci-dessous représente une fibre optique,avec n. > ng.

[ 3 ¥
]

T
p¥_— Gaine d'indice n,

Air d'indice 1
(D cogur X

Coeur d'indice n,

D’apreés les lois de Descartes pour la réfraction : 1sin0® = n.sina et n.sinl =ngsinr.

n U
Lorsque n—c sinl > 1, le rayon se réfléchit sur la gaine, et r = > est alors le cas limite de

réfraction.

T
Montrer que sin 6 = y/ng —nf lorsque v = 5

sin O s’appelle 'ouverture numérique.
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