INSA ;.. LA M1 20232024

MATRICES ET CALCUL MATRICIEL :

applications aux matrices deux-deux

Objectifs

— Savoir ce qu’est une matrice.

— Savoir additionner et multiplier deux matrices.

— Savoir calculer un déterminant et I'inverse d’une matrice deux-
deux.

Dans tout le chapitre on désignera par K les ensembles R ou C.

1 Les matrices

1.1 définitions

Définition 1 (Notation).
On appelle matrice a n lignes et p colonnes, un tableau de np nombres qui appartiennent a K.
On note alors :

aix a2 - Aip
(21 Q22 -+ QA
M= = (aij) 1<i<n
<I<p
aij
A1 o e Ay

sous forme étendue ou compressée.
Les a;; sont donc des réels ou des complexes, i représente la ligne et j la colonne du nombre

Qjj.
M., , (K) est 'ensemble des matrices a n lignes et p colonnes a coefficient dans I'ensemble K
1
Lorsque p = 1 on dit que I'on a une matrice colonne : | —1
3

& Vidéo : un exemple

Exemple 1.
Chacune des matrices suivantes appartiennent a M,, , (K). Déterminer n, p et K pour chacune
des matrices suivantes :

i i 10
L.B=| —i V2 2'1_(01>
=4 2 3.D=(12 3 4)
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1.2 Opérations sur les matrices
1.2.1 L’addition des matrices

L’addition entre deux matrices est une opération trés naturelle. Elle est notée + tout sim-
plement et on a la définition suivante :

Définition 2.
Soit A et B deux matrices appartenant au méme ensemble M,, , (K), alors si l'on a :
A = (aij) 1<i<n

1<<p

B = (b;j) 1<i<n
1<

ISP

<.
NN

et bien
A+ B = (aij —+ bij) 1<isn € Mn,p (K)

1<y<p
Remarque 1.
Vous voyez que la définition est précise. L’addition de deux matrices n’est possible qu’a condition
que les deux matrices appartiennent toutes deux au méme ensemble. Sinon, la somme n’existe
pas!

Exemple 2.
0 1
et B=1[ -1 -1
1 2
Justifier que la somme des deux matrices est possible et calculer A+ B.

“ Vidéo : correction

1
Soit A= 3
1

S = N

Propriété 1.
Soit A, B et C trois matrices appartenant a I’ensemble M,, , (K)
(i)
A+B=B+ A

La somme des matrices est commutative.
(ii)
(A+B)+C=A+(B+C)
La somme des matrices est associative.

(iii) I existe un élément neutre pour 'addition des matrices. Cette matrice est appelé
matrice nulle notée O et on a tout simplement :

0 ... 0
O=0)1cicn =] ¢+ 0 :
1<5<
ISP 0 --- 0

(iv) Toute matrice A € M,,, (K) posséde une matrice symétrique notée —A € M, , (K)

telle que :
A+ (-A) =0

D’ailleurs pas abus de notation on note aussi A— A= 0. On a :

—A = (—ai) 1<i<n
1<j<p
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Ces 4 propriétés font de (M,,, (K),+) un groupe commutatif.

1.2.2 Multiplication d’une matrice et d’un scalaire
On peut multiplier une matrice par un scalaire a c’est a dire un élément de ’ensemble K.

Définition 3.

Soit une matrice A € M,,,, (K) telle que A = (a;;)1<i<n et un scalaire o € K; alors on a :
I<jsp

(670551 e ad1p
a-A=aA=(ou;)i<i<n = . : € My, (K)
1<y<p : o707 :
Qlp1 0 Qi
Exemple 3.
Soit A = :1)) i € M35 (R) et soit a = 7.

_Calculer 7A.
“ Vidéo : correction

Remarque 2.
Le scalaire s’écrit toujours a gauche de la matrice. Ainsi on écrit 7A mais surtout pas A7! De

1 .
méme on écrit ?A mais surtout pas = !

Propriété 2. Quelques propriétés sur la loi -

(i)
Vo € K,¥(A,B) € M,, (K))?,a(A+ B) =aA+aB

(ii)
V(a,B8) € K2 VA € M,, (K),(a+B)A=aA+ BA

(iii)
V(a, B) € K2 VA € M,,, (K),a (BA) = (af) A
(iv) 1 est I’élément neutre pour la multiplication d’une matrice par un scalaire, que ce soit
siK=RousiK=C
1.2.3 Multiplication des matrices

La multiplication des matrices n’est pas une loi trés naturelle.

Définition 4.

Soit une matrice A = (a;j) 1<i<n € My p (K) et soit une autre matrice B = (b;;) 1<i<p € Mp 4 (K).
Iy<p NN

Alors le produit de A par B est possible, on a
Ax B e M,4(K)
et :

Ax B= (Cij)lgign
1<5<

NYA L

3
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avec

p
Cij = g it brj
k=1

S Vidéo : Multiplication de 2 matrices

1 2
Exemple 4. A= -1 0
0 1
2 3
B = ( 1 1 ) Calculer AB et BA.

Remarque 3. TRES IMPORTANT!!

1. Le nombre de colonnes de la premiére matrice dans la multiplication doit étre égal au
nombre de ligne de la deuxiéme matrice. Sinon, le calcul de A x B est impossible.

2. La matrice résultat du produit de deux matrices, posséde le nombre de lignes de la
premiére matrice et le nombre de colonnes de la deuxiéme.

3. On peut écrire AB au lieu de A x B
Propriété 3.
1. Il existe des matrices A € M,,,, et B € M,,,, telles que AB # BA.
2. Il existe des matrices A € M,,, et B € M,,,,, A et B non nulles, telles que AB =0

Dis autrement, en général, AB # BA (On dit que le produit de matrices est non commutatif)
et AB=0=% A=0o0u B =0.

Propriété 4. Quelques propriétés
(i)
VAeM,,(K),VBeM,,(K),vVCeM,,(K),A(BC)=(AB)C
On dit que le produit matriciel est associatif.

(ii)
VA € My, (K),Y (B, By) € (M,,(K))*, A(B;, + By) = AB, + AB,

On dit que le produit matriciel est distributif par rapport & la somme matricielle.

(iii)
VA € My, (K),VB € M,,(K),Va € K, (0A) B = o (AB)

2 Les matrices deux-deux

2.1 Liens entre matrices et systémes

artby =co o bllel el yxy
axr+by = c a bl ly c
b
avec M = [s, b,}X: [ﬂ Y = [CC,}
S Vidéo : explication 2.1
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Exemple 5. Déterminer le systéme ou la matrice correspondant :

{2x+4y = 95
1.
T -y = 3

> [zl - 4]

2.2 Inverse d’une matrice deux-deux

Définition 5. Soit M une matrice deux deux, M est inversible signifie qu’il existe une matrice
N telle que

MN =NM = {1 O}

0 1

. . . 1 . .
Notation : la matrice inverse de M est notée M ™' et la matrice {O (1)} appelée identité, est

notée I,.

Exemple 6.
Soit M et N les matrices définies par :

10 10
M= [1 ]} LN = [—1 :J

1. Calculer M N et NM.

2. Que peut on en déduire?

Définition 6.

SmM:Bb

aE le déterminant de M, noté detM, est égal a
detM = ab’ — ba'

Propriété 5.
M est inversible si et seulement si det(M) # 0

Exemple 7.
La matrice M = B i] est elle inversible ?

Propriété 6.

. b . .
Soit M = [Z, b’} une matrice inversible, alors

1 )
M=
det M {—a' a ]

Exemple 8.
Calculer I'inverse de M ci-dessus
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2.3 Utilisation de la matrice inverse pour résoudre un systéme

Considérons le systéme
ar+by = c
dr+by = ¢
Soient (x,y) la solution du systéme et M la matrice associée, si M est inversible alors

ok

“ Vidéo : Résolution d’un sustéme avec des matrices

Exemple 9.
, . . <y . 20 4+y = 1
Résoudre le systéme suivant a l'aide de matrices :
r+3y =1
Exercices TD
Exercice 1.
Calculer :
1 1 2 -3 n 3 5 1
' 0 -4 1 1 -2 0
1 2 =3
2. 3 ( A )
Exercice 2.
2 - 1 -2 -5
Calculer AB et BA avec : A = 1 0 et B=
3y 3 4 0

Exercice 3.

%ﬁA:(a —a

1 at1 ) Déterminer a pour que la matrice A soit inversible. Calculer alors A~

Exercice 4.
Déterminer deux matrices A et B pour lesquelles AB = BA.

Exercice 5.
Résoudre les systémes suivants en utilisant le calcul matriciel :
r+z= ar+y=>
1. 2.
—r —z= r+2y=1
Exercice 6.

Deux éléves ont pris des cours de tennis. L’une a pris 16h de lecons et a effectué trois stages :
elle a payé 558 euros, 'autre a pris 18h de lecons a effectué deux stages et a payé 460 euros.
Traduire I’énoncé ci-dessus sous forme de systéme, puis sous forme matriciel.

En déduire le prix d’une legon et d’un stage.
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Exercice 7.

Counsidérons le circuit suivant :

I ¥, L
_q-,' il L_._..._._._'r - -
: : i
""I'E i &?1 E -YE- i_ 1\""'_.

L

T |

On obtient le systéme suivant :
{ L=M+Y)Vi-Y
L=-Y, Vi + (Y1 Y2)Va
Traduire ce systéme sous forme matricielle puis en déduire le vecteur

Vi - L
[d en fonction de |:IQ .

Exercice 8.
Soit A et B deux matrices deux-deux. Montrer que det AB = det A x det B.

Exercice 9.

Soit A, B et C trois matrices carrées, et B une matrice inversible telles que : A = BCB™L.
Exprimer C' en fonction de A et B.

Exercice 10.
On donne les matrices

40 2 10 2 100
A=l04 2 );0=(01 2 |;1=]0 10
00 2 00 —1 00 1

1. Déterminer les réels a et b tels que A = al + bJ
2. Calculer J?

3. Calculer A%, A3 et A? comme combinaison linéaire des matrices I et J.
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