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INTEGRALES GENERALISEES

1 Objectifs

L’an dernier, nous avons étudié l'intégrale d’une fonction au sens de Riemann, en particulier
I’intégrale d’une fonction définie et continue par morceaux sur un intervalle fermé borné I de
R.

Soit a un réel, b €]a;+oo[ et f une fonction intégrable sur[X; +oo[ pour tout X €a, +0oo].
L’objectif de ce chapitre est d’étudier des intégrales du type :

o /:oo f(z) dz

b
o / f(z) dz (f non bornée au voisinage de a)

+oo
o / f(z) dz (f non bornée au voisinage de a)

]
.

ﬁ
.
.

2 Rappel des propriétés de I'intégrale au sens de Riemann

Proposition 1.
Soit f une fonction continue sur I un intervalle de R et a € I. La fonction F' : z — / f(t)dt

est 'unique primitive de f qui s’annule en a.
T !
On a donc : F'(z) = ( / f®at) = f(=).

Remarque 1.
Ne pas confondre avec / f't)dt = f(z) — f(a)

a
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Proposition 2.
Soient f et g deux fonctions intégrables sur l'intervalle [a; b] et soit A un réel alors :

b b b
1. Linéarité de 'intégrale : / (f+XAg) = / f+ )\/ g.

N

b c b
. Relation de Chasles : / f= / f+ / f

b
3. Positivité : Si f > 0 sur l'intervalle [a; b] alors / f=>=0.

b b
4. Intégration d’une inégalité : si g > f sur [a;d] alors : / g > / f.

o1

b b
. Majoration de la valeur absolue : '/ f‘ < / | f|

1 b
6. Valeur moyenne : M — ' a / f

Proposition 3. Primitives des fonctions usuelles

f(z) F(z) Domaine
a+1
%, a # —1 z Rsiae N,R, sia € R—N
1 a+1
— 1 R* R*
. n |z " ou R*
COS T sinz R
sinz —COosZT R
T
tanz —In|cosz| | — ==
22
e’ e’ R
chz shz R
shz chz R
the In(chz) R
1
Arctanz R
1—|—1m2
1_1$2 Argthz 1—1;1]
—_— Arcsinz —-1;1
\/11—:1:2 ] |
—_— Argshz R
V14 z? &
1 Argchz 11; +o0o[
=1 g ;
o tanz | — Iz[
cos?(z) 2’2
1
5 thz R
ch’z
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Proposition 4.
Soient u, v : [a;b] — R de classe C*° sur [a;b]. On a :

b b
/ uv' = [uv]® —/ u'v
a a

3 Rappel sur les équivalents

Proposition 5 (Caractérisation).
Si g # 0 au voisinage de a alors on a :

Proposition 6 (Développements limités usuels).

2

=1+ 212 T ()
I TR T n!
2 $4 $2n , .
cosz=1— — - —1)". OIEn+
IR TI S A o R CRY
3 I’ p2ntl
i = —_ — — —1)" 2n4-2
sinz =z =gty Tt O gy telE)
2 ZE4 2n -
chz=1+—4+ —+--- o 22"+
Tata T Ty e
3 5 p2ntl
she=zr4+ "2 + % 4.4 2 4 o(g2nt2
Tate T T ey o)
ala—1 ola—1)---(a—n 1
(1+$)a:1+azzz+g$2+...+( ) ( +
2! n!
1
1+$:1—$+$2+"~+(—1)"$"+0(m")
2 "
m(l+z)=2— "+ ... (=112 4 o(z"
(1+2) 5Tt T ()T +o(a”)

Remarque 2.

e Une fonction n’a pas forcément d’équivalent en a

e Sif ~g alors f ~g+ h avec h une fonction négligeable devant g en a, c’est a dire

h
lign E = 0 si g # 0 au voisinage de a.

e Pour trouver un équivalent de f en a, on remplace a dans les termes et les facteurs
de f lorsque c’est possible, et on prend un développement limité en a de termes ou de

facteurs lorsque cela est aussi possible.

Exemple 1.

Donner, si possible, un équivalent en a des fonctions suivantes : 1) f(z) =In(z) en a =1 et

a=0.2) f(z) =

enz=1.
rz—1
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4 Généralités sur les intégrales généralisées

Définition 1.

Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R. On dit que la fonction f est localement
intégrable sur I, si pour tout couple (c, 8) € I?, la restriction de f & I’intervalle fermé et borné
[a, B] est intégrable au sens de Riemann.

Contre-exemple historique : la fonction f telle que f(z) = 0 si z est un nombre rationnel et
f(z) = 1siz est un irrationnel, est un exemple de fonction n’étant pas localement intégrable.
Il faut alors une théorie plus puissante, appelée théorie des Distributions afin de pouvoir
quand méme intégrer ce genre de fonctions.

Définition 2. Nature d’une intégrale généralisée.

1. Soit f une fonction localement intégrable sur 'intervalle [a; b[ avec —00 < a < b < +00.
On dit que lintégrale de f sur [a;b] est convergente si

m [ F(t)de

li
z—b Jg

b
existe et est finie. On la note alors / f(t)dt.
Si elle n’existe pas ou est infinie, on dit que l'intégrale de f sur [a;b] diverge.

2. Soit f une fonction localement intégrable sur l'intervalle ]a; b] avec —00 < a < b < +00.
On dit que l'intégrale de f sur |a;b] est convergente si
b
lim [ f(t)dt

z—a T

b
existe et est finie. On la note alors / f(t)dt.
Si elle n’existe pas ou est infinie, on dit que l'intégrale de f sur |a;b] diverge.

Remarque 3.

b b
o A priori, on ne devrait pas s’autoriser & noter / f(t)dt diverge, car / f(t)dt n’a de sens

a
que si celle-ci converge, néanmoins, pour simplifier la rédaction, on 'écrira quand méme!

¢ Par la suite, nous n’envisagerons pas a chaque fois chaque cas potentiel. Ce serait trop fas-
tidieux. On décide de convenir que le choix d’un intervalle du type [a;b[ convient la plupart
du temps et permet de comprendre les différentes propositions énoncées.

¢ Lorsque l'on calcule une intégrale sur un intervalle I, il faut bien s’assurer du fait que
f est localement intégrable sur I. Voir ’exemple suivant.

Exemple 2.

11
Pourquoi le calcul suivant pose t-il probléme ? / Edzz: = [In|z|]'; =0

4
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4.1 Interprétation géométrique pour une fonction positive

F(z) = / f(t)dt représente ’aire colorée

Ainsi, sil'intégrale converge, cela signifie que l'aire du domaine délimité par la représentation
graphique de f, ’axe des abscisses et la droite d’équation z = a est finie. On a donc un
domaine infini qui a une aire finie!

Exemple 3.
Déterminer la nature des intégrales suivantes et leurs éventuelles valeurs. Interpréter géomé-
triquement le résultat.

11 1
1. /0 il 3, /0 In tdt

oo too 1]
2./0 sin tdt 4./0 1—t2dt

Lorsque f n’est pas définie aux deux bornes, on a la définition et propriété suivante :
Définition 3.

Soit a et b appartenant & RU {+00; —o0} , f une fonction localement intégrable sur |a;b], et
c €la; bl.

c b b
Si / f(t)dt et / f(t)dt convergent alors / f(t)dt converge et

/  F()dt = [ steyae+ | " f(t)at

) b
Sinon, 1’égalité précédente est fausse et / f(t)dt diverge.

Exemple 4,

—+ o0 T
Déterminer la nature de / tdt et calculer HIJP tdt
Remarque 4.

“+o00 T
On remarque d’aprés ’exemple précédent que / f(t)dt # HIP / f(t)dt.

Exemple 5.
+oo
Calculer /
1

1 oo 1
———_dt et/ . dt.
VI - 2] o 1t
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4.2 Exemples fondamentaux = exemples de références!
Va >0:

a1

0 T¢

#1 converge si a < 1,

#y diverge si o > 1.

a bl
#1 converge si a > 1,

#n diverge si o < 1.

Ces deux premiers items sont appelés intégrales de Riemann.
+oo
I Vg € R, / e**dz

#1 converge si a < 0,

#1 diverge si a > 0.

5 Criteres de convergence d’une intégrale généralisée

5.1 A quoi ca sert?

I1 est souvent tres difficile, voire impossible de calculer la valeur d’une intégrale. Il en est de
méme pour une intégrale généralisée. Il est donc trés important de disposer quand méme de
critéres nous permettant de connaitre sa nature. Ainsi, méme si on ne sait pas la calculer, on
pourra savoir si une intégrale généralisée converge ou diverge. On dispose ensuite, dans le cas
de la convergence, de moyens numériques pour avoir une valeur approchée de cette intégrale.

5.2 La condition nécessaire de convergence en l'infini

Proposition 7.
Soit f une fonction localement intégrable sur l'intervalle [a; +oo[. Si f admet une limite non

+oo
nulle en +oo alors / f(t)dt diverge.

Autrement dit, cette proposition nous affirme donc que, si f admet une limite en +o0, il est
+oo
nécessaire que HIP f(z) = 0 pour que / f(t)dt converge.
. . ’ . 1
Mais hélas cette condition n’est pas suffisante. En effet, par exemple, si f(z) = = alors

+o0 +oo
lim f(z) = 0 mais / f(t)dt = +o00, donc / f(t)dt diverge.
1 1

z——+400
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Attention, cette condition nécessaire de convergence n’est valable qu’un voisinage des infinis,
c’est a dire qu’on prend b = oo

Remarque 5.

e On adapte facilement la proposition précédente en remplagant +o0o par —oo

+oo
e Si f n’a pas de limite en +o00, / f(t)dt peut converger comme le montre ’exemple
1
ci-dessous :

Soit f une fonction continue, affine par morceaux, ayant la représentation graphique
ci-dessous :

1 1 1 1 1
défini \4 N —)= t ————)=0cet -+ —)=0
éfinie par Vn € N, f(n + 2) n, et f(n+ 5 n2”) et f(n+ 5t n2")

5.3 Critéres de convergences pour les fonctions positives

Proposition 8. Théoréme de comparaison.
Soient f et g deux fonctions localement intégrables sur [a; b[ & valeurs positives sur [a; b| telles
que f(z) < g(z), Vz € [a;b] alors on a :

b b
=" si [ g(t)dt converge alors / f(t)dt converge.

b b
= gj / f(t)dt diverge alors / g(t)dt diverge.

En réalité, on peut amender un peu ce théoréme.
En effet, la condition f(z) < g(z),Vz € [a;b] n’est pas nécessaire. Comme le probléme se situe
au voisinage de b, il suffit d’avoir f(z) < g(z),Vz € [c;b] oll ¢ > a car on peut écrire que :

b b
/ f(t)dt / f(t)dt + / f(t)dt. Or / f(t)dt est une intégrale classique et seul / f(t)dt
est une intégrale généralisée. ‘

Exemple 6.
+oo /2 1

Montrer que / e~ “ dz converge et que / —dt diverge.
0 o sint

Remarque 6.
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. : .1
e Dans la pratique f ou g seront souvent les fonctions de référence, c’est a dire = ou

—at

e

e Pour montrer que f < g au voisinage de b, on peut montrer que lil:En;c =0

e In n’admet pas de développement limité en 0 et +00, on utilisera donc les inégalités sui-
vantes suivant les exercices : Inz > 1Vz > e ou Inz < z% a > 0 pour z suffisamment
grand.

Exemple 7.

—+0c0
Montrer que t2e * < e 3¢ au voisinage de +o0, et en déduire la nature de / t?e tdt.
1

Proposition 9.
Soient f et g deux fonctions localement intégrables sur [a; b[ & valeurs positives sur [a; b| telles

b b
que lin% Z;E:;) = [ avec [ un réel non nul. Alors / f(t)dt et / g(t)dt sont de méme nature.

Corollaire 10. Théoréme d’équivalence
Soient f et g deux fonctions localement intégrables sur [a; b & valeurs positives sur [a; b[. Si

b b
f~ g, alors / f(t)dt et / g(t)dt sont de mémes natures.
b a a

Exemple 8.
+oo 1
Déterminer la nature de l'intégrale généralisée : / —_—
grae g L IrP

Remarque 7.
Lorsque la fonction f est négative au voisinage du "point" étudié, on peut appliquer les
résultats précédents en remplagant f par —f.

5.4 Combinaison linéaire d’intégrales généralisées

Proposition 11.
Soient f et g deux fonctions localement intégrables sur [a;b] et soient a et B deux réels
quelconques.

b b
5" Sj les intégrales généralisées / f(t)dt et / g(t)dt convergent alors l'intégrale généralisée
b a a
/ af(t) + Bg(t)dt converge également.
I=5" Si une des deux intégrales généralisées converge et que ’autre diverge, alors 'intégrale

b
généralisée / af(t) + Bg(t)dt diverge.

b b
=" Si les intégrales généralisées / f(t)dt et / g(t)dt divergent alors on ne connait pas a

a

b
priori la nature de l'intégrale généralisée / af(t) + Bg(t)dt.

8
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Exemple 9.

1. Décomposer en éléments simples.

t2
. oo 2

2. Montrer que ’'intégrale / ﬁdt converge.
5 _

3. Montrer que les intégrales généralisées de chacun des éléments simples divergent.

6 Convergence absolue

Dans le paragraphe précédent, nous avons vu des critéres qui ne s’appliquent qu’a des fonc-
tions de signes constants sur un intervalle I. Lorsque cela n’est pas le cas, on peut essayer de
se ramener & des fonctions positives en étudiant / | f]-

Définition 4. ,
Soit f une fonction localement intégrable sur [a; b[. On dit que I'intégrale généralisée / f(t)dt

a

b
converge absolument ou que l'intégrale généralisée / f(t)dt est absolument convergente si

b
/ |f(t)|dt converge.

Proposition 12,
Toute intégrale généralisée absolument convergente est convergente.

Remarque 8.

L’absolue convergence est donc une convergence forte. Elle exprime le fait que les parties
négatives d’une fonction dont on calcule l'aire, se transforment en parties positives et que
malgré tout, l'aire reste finie.

+oo gint +oo |gint
[ty e [T [0
0 t 0
Exemple 10.
+o gint +o0 t
Déterminer la nature de / SIt—I;dt et de / C(;S dt
1 1
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7 Semi-convergence

La réciproque de la proposition précédente est fausse; il existe des intégrales généralisées
convergentes mais non absolument convergentes.

Définition 5. ,
Soit f une fonction localement intégrable sur [a; b[. On dit que I'intégrale généralisée / f(t)dt
b b b
est semi-convergente si / |f(t)|dt diverge et / f(t)dt converge, c’est a dire que / f(t)dt
n’est pas absolument con?rergente mais quand méme convergente. :
Exemple 11.
) oo sint )
Le but de cet exercice est de montrer que / Tdt est semi-convergente.
0
e sint .
1. Montrer que par prolongement par continuité f(¢) = —~ est localement intégrable sur
[0; +o0].
+oosint

2. En intégrant par partie, montrer que / Tdt est convergente.
0

+oo cos(2t)

3. Montrer que / dt converge grace a une intégration par partie.

1
4. Montrer que Vt € [1;+00[,0 < sin’t =

L. +oo | gin ¢ )
5. En déduire que / 5 dt diverge. Conclure.

0

. , , . b . .
8 Point méthode pour déterminer la nature de /a f, une intégrale
généralisée
On vérifie que f est localement intégrable sur |a, b[. Sinon, 'intégrale n’a pas de sens, et on
arréte I'étude.
8.1 On détermine les bornes ot il y a un probléme

8.2 Si une des bornes est I'infini
On vérifie que, si f a une limite en l'infini, alors cette limite est nulle. Sinon, 'intégrale

diverge.

8.3 On peut facilement calculer une primitive de f

b
On peut alors calculer / f en passant a la limite et en déduire la nature de l'intégrale.

10
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8.4 On peut aussi déterminer la nature de I'intégrale sans chercher a déterminer une
primitive.

Supposons que 'on étudie la nature de l'intégrale sur la borne a.

8.4.1 f est de signe constant au voisinage de a

1. On essaie de simplifier f, en prenant g un équivalent de f au voisinage de a. (Pas
toujours possible)

2. Si / g est une intégrale de référence, alors on peut conclure.
Sinon

e Il faut deviner (C’est le point le plus difficile) si I’intégrale de g converge ou diverge,
en comparant mentalement g aux fonctions de référence, puis appliquer une des
propriétés de 4.4

8.4.2 f n’est pas de signe constant au voisinage de a

1. On regarde si 'intégrale est absolument convergente.

Sinon

e Penser a une intégration par parties.

8.5 Les points sur lesquels il faut faire attention

5" Les calculs de primitives, les intégrations par parties et les changements de variables sont
"officiellement" interdits dans les intégrales généralisées. Pour effectuer ces opérations
licites néanmoins, il faut toujours se ramener a une intégrale définie, c’est a dire sur un
intervalle ou la fonction est continue, puis calculer la limite du résultat.

5" Des intégrales "faussement généralisées" peuvent se glisser dans les énoncés. Exemple :

lsint sint s
/ Tdt. On peut prolonger f(t) = — par continuité en 0 en posant f(0) = 1 donc
0
1 qy t
/ SIRE g converge.
o t
I=5" Avant d’utiliser la linéarité de l’intégrale, ou la relation de Chasles, il faut toujours

s’assurer de la convergence de toutes les intégrales mises en jeu.

9 Deux applications fondamentales

9.1 Le produit de convolution

On développera dans le chapitre sur les transformées de Laplace, 1'utilisation de ce produit
trés spécifique.

11
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Définition 6.
Soient f et g deux fonctions définies sur R. Le produit de convolution de f et g, noté f x g
est la fonction définie partout ol 'intégrale généralisée suivante a un sens :

(Fro)a) = [ f(t)ata — t)at

Exemple 12.

Calculer f * g pour f = g = Ljp1) ol 1jp,1) est la fonction telle que 1jp,y(z) =1si0 <z <1
et 0 sinon. On l'appelle l'indicatrice sur l'intervalle [0;1].

Méme question avec f = Lo, et gx(z) = Ae 1, oof(T)

9.2 Fonction de densité en probabilité

Vous avez vu en Terminale qu’une variable aléatoire X pouvait étre continue (La longueur
des piéces usinées par une machine par exemple). La loi de probabilité de X est définie par

+oo o
une fonction f définie sur R et vérifiant / f(t)dt =1. On a alors P(X < a) = / f(t)dt

10 Exercices

Exercice 1. Intégrales généralisées étudiées a 4. Silimf € R* U {Foo} alors /+°o f di-
I’aide de la définition vergg.j b
Déterminer la nature et la valeur lorsqu’elles _
convergent des intégrales suivantes : Exercice 3.
. Déterminer un équivalent le plus simple pos-
1. / e tdt sible, en a de f lorsque cela est possible.
0
2z 4+ 3
+oo 1. f(z) = * avec a = —1 et a = +o00.
2. / In tdt z+1
1
2z 4+ 3
+oo 2. = aveca = —leta=—
/ 1 it f(z) o2 g aveca a 00
o t2+2 |
n(z
Exercice 2. 3. f(z) = i ) avec a = 0 et a = +00
Soit f une fonction continue sur ]a;+o0] .
avec @ un réel. Soit b un réel avec b > a. 4. f(z) = ¢ avec a = 0, a = +oo et
Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou a = —o0. T
fausses ? e —
b 5. f(z) = —5— avec a = 0, a = +00 et
1. Si lignf = +o0 alors / f diverge. o= o0 T
o b Exercice 4. Intégrales "faussement"” généra-
2. Si htllnf € R alors / f converge. lisées
Yoo Montrer que les intégrales suivantes sont
3. Si lJirm f =0 alors f converge. convergentes.
S b

12
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L /1s1ntd
0
L¢int
2. Ly
o t—1

Exercice 5. Fonctions de signes constants.
Déterminer la nature des intégrales générali-
sées suivantes :

L

0

toolnt
n—dt

L cost
Vit
1
—dt
1 1n |t

dt

o

1

/
‘|

w

lsint

ot

o

o

arctanzx

©

[T

11
—dt
/0 v1—1

z

10.

S
11. /0 ="

Exercice 6.

Déterminer la nature des intégrales suivantes,
en discutant éventuellement suivant les va-
leurs des paramétres o et B réels non nuls :

“+o0
1. / Tz — Va2 + 1ldz
0

11nt
2 |

too Ing

. 1dm

5. |
. |
J
. [

Exercice 7.
Calculer les intégrales suivantes aprés avoir
montré leur convergence :

+oo 1
T G —
—00 $2+2$+3

“+co
2 [, -

too  Ing
T+ e =

+oo gin ¢

dzx

5. dz

xa
:Boc
1+ zf

dz

——dzx
—33:4—2

—+ o0
3. / z"e *dx
0
+oo ]
" / ng
(z+1)
Exercice 8.
. 1 Int
1. Montrer que les intégrales / —dt
o 1+1¢2
+oo Int
et / ——dt convergent et ont des
1 1+4¢
valeurs opposées.
oo Int
2. En déduire / 2t
o 1+1¢
Exercice 9.

Déterminer la nature des intégrales suivantes.
On précisera si elles sont semi-convergentes.

+oo smt
L

+oo cost
2

St
“+ o0
3./ sin? dt
1

Exercice 10.

On pose :

I +o0 +oo 2 i@t
_/0 1 4

13
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1. Montrer que ces intégrales convergent e
qu’elles sont égales.

2. En effectuant le changement de variable

1
x = t— — dans l'intégrale I+ J, calcule
alors la valeur commune de [ et J.

Exercice 11.
On pose :

T

14

1.

b= /5 In(sinz)dz et J = /5 In(cos z)dz.
0 0

Montrer que ces intégrales convergent et
qu’elles sont égales.

. 1 r3 sin 2
En déduire que I = 5 /2 111( 1n2 a:) dz.
0
En transformant cette derniére inté-

grale, en déduire la valeur de I.




