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SERIES ENTIERES

1 Les séries entiéres

Définition 1.
On appelle série enticre, la série de fonctions de terme général a,x™ ou (an), . est une suite

+oo
de réels et x un réel. La série entiére s’écrit g a,x".
n=0

1.1 Domaine de convergence

Le domaine de convergence, noté D., est ’ensemble des x pour lesquels la série entiére
+oco

E a,x" converge simplement.
n=0

Exemple 1.

XM +00 X1 +00
Déterminer le domaine de convergence des séries suivantes : E a E 2 E nix" et E —

n=0 =

Sur les exemples précédents, le domaine de convergence est toujours un intervalle. Mais
est-ce toujours le cas?

Lemme d’Abel
+00
On suppose que E a,x" converge pour un réel xo non nul. On montre alors que :
n=0
+o00
1. E anx™ est absolument convergente pour tout réel x vérifiant |x| < |xo].
n=0
+o00
2. E anx™ est normalement convergente sur [—r; 7] avec 0 < 1 < Xo.
n=0

Nous déduisons du Lemme d’Abel :

Théoréme 1. Rayon de convergence

+00
Pour toute série entiére g a,x", une seule des situations suivantes est réalisée :
n=0
+o00
1. la série E a,x" ne converge que pour x = 0. On dit que le rayon de convergence est
n=0

égal a 0.
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+00

2. la série Z a,x" converge pour tout x € R. On dit que le rayon de convergence est égal
n=0
a +o0.
+o00
3. il existe un unique réel R , appelé rayon de convergence, tel que la série Z a,x" soit
n=0

absolument convergente sur 'intervalle | —R; R[ et divergente si x > R ou si x < —R.

Remarque 1.
+o0
Soit R le rayon de convergence de Z anx", avec R strictement positif. Soit x tel que |[x| = R.
n=0
+o00

On ne peut rien dire sur la nature de E a,x".

n=0

Exemple 2.
Déterminer le rayon de convergence des séries de ['exemple 1.

1.2 Calcul du rayon de convergence

Proposition 2. Lemme d’Hadamard
Supposons que les a,, sont non nuls a partir d’un certain rang.

400
.- a L, .
Silim|—| =L avec L € RU{—c0, +0oo} alors le rayon de convergence R de la série Z ax"
Ant1 =0

est égal a L.

- 1
(On aura aussi lim —— =1)
n
Vlan|
Exemple 3.
+0o0o 1
Déterminer le domaine de convergence de la série entiére : E Tx“
n
n=1

1.3 Comparaison de rayons

Proposition 3.
Soient Z ax" et Z b, x" deux séries entiéres de rayons respectivement notés R et R’.

e SiINeEN,VneN, (n >N = |a,| < |ba|), alors R > R".
e Sia, > by, alors R = R'.

Exemple 4.

+oo
Déterminer le rayon de convergence de la série entiére : g a,x" lorsque a, est le nombre de

n=1

diviseurs > 1 de n.
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1.4 Opérations algébriques sur les séries entiéres

Proposition 4.

Soit E a,x" une série entiére de rayon de convergence R et A € R*.
n>0

+o00 +o00
Z(?xan)x“ a pour rayon de convergence R et si x| < R, Z(?xan)x“ =A Z anx".

n=0 n=0 n=0

Proposition 5.

Soient E a,x" et E b, x" deux séries entiéres ayant respectivement R et R’ pour rayon de
n=0 n=0
convergence.

e Si R #R/, le rayon de convergence R” de la série Z(an + by )x" est R” = min(R, R’).
n>0

e Si R =R’ le rayon de convergence de la série Z(an + by )x" est R” avec R” > R.
n2=0

+00 +00 +00
Enfin, si [x| < min(R,R’), Z(an + b )x" = Z anx" + Z b x™.

n=0 n=0 n=0
Exemple 5.
+00 400 1_on
Soient les deux séries Z a,x" et Z bx" avec a, =1 et b, = o
n=0 n=0
1. Déterminer le rayon de convergence de chacune des séries.
+o00
2. Déterminer le rayon de convergence de la série Z(an + by )x™.
n=0
1.5 Dérivées et primitive d’'une série entiére
oo
Soit f(x) = Z an,x" une série entiére de rayon de convergence R.
n=0

Proposition 6.

La série entiére f(x) = Z anx" est de classe C*™ sur | — R, R][, et l’on a, Vx €] — R, R][ :

n=0
400
fl(x) = Z nn—1)..m—k+1ax"*
n=k
Exemple 6.
+00
Déterminer la dérivée de f(x) = —~
n!
n=0
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Proposition 7.
f admet sur | — R, R[ une primitive F, définie pour tout x €] — R, R[ par :

+o00
Qan
F — n+1
() =D =¥
n=0
Exemple 7.
+00
Déterminer les primitives de f(x) = ZO ol
n=

2 Fonctions développables en série entiére

2.1 Définition

On a vu que certaines séries pouvaient s’écrire sans le signe somme.

Exemple 8.
+o00

Déterminer le rayon de convergence de f(x) = Z x" et écrire f(x) sans le signe somme.
n=0

L’objectif de ce paragraphe est de voir, si réciproquement, il est possible d’écrire une fonction
400

f sous la forme f(x) = Z anx" pour tout x appartenant 4 un intervalle | — R, R[ avec R un

n=0

réel strictement positif.
Si cette écriture est possible pour on dira que f est développable en série entiére au voisinage
de 0.

2.2 Série de Taylor

Proposition 8. Série de Taylor

+00
(0
Si f est développable en série entiére, alors f est égale a f(x) = Z (0)

n=0

y x". (Cette somme

est appelée série de Taylor de f).

2.3 Conditions nécessaires

Proposition 9. Condition nécessaire
Pour que f soit développable en série entiére (et donc égale a sa série de Taylor) il est
nécessaire que :

e f soit de classe C*™ sur un intervalle ouvert contenant O.

+oo
£ (0
e la série de Taylor f(x) = Z n(l )

n=0

x" ait un rayon de convergence non nul.
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2.4 Condition suffisante

Remarque 2.
Les deux conditions ci-dessus ne sont pas suffisantes comme le montre I’exemple ci-dessous :

Exemple 9.
1
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = e »Z pour x non nul et f(0) =0
. (n) Pu(x) 1 A ‘e
1. Montrer par récurrence que f\'"(x) = e <% avec P, un polynéme de degré inférieur
X

ou égal & 2n — 2, pour tout entier n > 1 et pour tout x non nul.
2. En déduire que la fonction f est une fonction de classe C* sur R.
3. En déduire la série de Taylor de f et le rayon de convergence de cette série.
4. f est-elle développable en série entiére ?

Proposition 10. Condition suffisante
Pour que la fonction f soit développable en série entiére sur un intervalle ouvert centré en O,
il suffit qu’il existe des réels r (r > 0) et M tels qu’on ait :

¥x €] — 1,7, vn € N, [f{M(x)| <M
La fonction est alors développable en série entiére sur U'intervalle | — r;r].

Exemple 10.
Montrer que les fonctions suivantes sont développables en séries entiéres, déterminer la série
et le domaine de convergence de la série.

a) f(x) = cos(x), b) f(x) =sin(x), c) f(x) =e*, d) f(x) = 1}_){, e) f(x) = In(1 +x)
3 Résolution d’équations différentielles linéaires en utilisant les séries
entiéres

3.1 Rappel des résultats fondamentaux sur les équations différentielles linéaires
e Une équation différentielle linéaire homogeéne d’ordre n est de la forme :
an () y™W+an 1 () Yy 44 (X)y '+ ao(x)y = 0 ott les a; sont des fonctions et a, # 0
(autrement dit a,, n’est pas la fonction nulle).

e L’ensemble des solutions d’une équation différentielle linéaire homogéne d’ordre n forme
un espace vectoriel de dimension n.

e En premiére année, on a appris a résoudre :

— Les équations d’ordre 1 a coefficients non constants.

5
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— Les équations d’ordre 2 a coefficients constants.

e Les solutions d'une équation différentielle linéaire sont la somme de la solution générale
de ’équation homogéne et d’une solution de I’équation avec second membre.

3.2 Utilisation des séries entiéres

Une des méthodes permettant de trouver des solutions d’une équation différentielle linéaire
est de chercher des solutions développables en séries entiéres. Cette méthode est intéressante
lorsque les a; sont des fonctions polyn6émes. Avec cette méthode, on ne trouve pas forcément
toutes les solutions, mais uniquement celles qui sont développables en séries entiéres.

La méthodologie est la suivante :

+o00
e On pose f(x) = Z a,x" comme solution de ’équation différentielle. La recherche de
n=0

I’inconnue f, solution de I’équation différentielle, se transforme alors en la recherche de

+00
la suite (a,)nen et du rayon de convergence R de la série entiére E a,x".

n=0
+o0 400
e On exprime alors f'(x) = Z na,x"', f'(x) = Z nn—1)a.x"7?, ...
n=1 n=2
e On cherche le développement en série entiére du second membre de ’équation différen-
tielle, ainsi que son rayon de convergence.

e On réinjecte tout ceci dans ’équation différentielle afin d’établir, par identification une
relation de récurrence sur la suite (a,)nen.

e A partir de la relation de récurrence du point précédent, on conjecture une relation
donnant a, en fonction de n, que 'on démontre ensuite par récurrence.

e Dans certains cas, une fois l'expression de (an)nen trouvée, on cherche, & partir du

+o0
développement en série entiére donné par E a,x", ’expression de la fonction f.

n=0

Exemple 11.
Soit (E) I’équation différentielle : x*y” +4xy’ + (2 —xHy =1

1. Déterminer les solutions de (E) développables en séries entiéres et déterminer son rayon
de convergence.

2. Reconnaitre la fonction précédente.

3. Un logiciel de calcul formel donne comme solution de (E) :

cie®  ce ™ 1

x?2 x2 x?2
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Est-ce cohérent avec la question précédente ? Pourquoi n’a t-on pas trouvé toutes ces
solutions en 1) ?

4 Exercices

Exercice 1.
Quel est le domaine de convergence des séries entiéres suivantes :

+00 ] +o00 ]

L. Zn_o nrar 2 ZM 1)~
+oo 2 400
n n
2.y Ly 6. n
HZ_O > ; R
+00 +oo
n n!
3. x" 7. nx”
Zno (2n)! £-100
+oo ].IlTl +o00 .I
4 n 8 2n+1
Zﬁ n’ Zn_o I
Exercice 2.

Donner la représentation en série entiére des fonctions suivantes, ainsi que le domaine de
validité :

1 4. f(x) = xe™

1. f(x) = - f(x) =xe
1+ 5x
5. f(x) = x*In(1 +x%)
2. =
fx) 3—2x 6. f(x) = arctanx
x? T
Exercice 3.

Calculer le rayon de convergence R et la somme des séries entiéres de variable réelle suivantes :

+00 2
n“—nm-+4
1. _—x"
Z n+1 x
n=0
+00 2
n 41
2.Z o X

n=0

Exercice 4.

1. Donner le développement en série entiére S de f définie par f(x) = In(1 + x) ainsi que
son rayon de convergence.
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2. Déterminer le domaine de convergence de S.

3. Montrer que la série S converge uniformément sur [0;1].

+oo _
i AL 1
4. En déduire la valeur exacte de Z (n)L

n=1

Exercice 5.
On considére ’équation différentielle suivante :

(B) :4xy”"+2y'+y =0

+o0
1. Déterminer en fonction de ay, les coefficients a,, pour que la série : y(x) = Z a,x" soit
n=0
solution de (E).

2. Vérifier que l'on a :
(x) = apchv/—xsix e R
Yo = apcos/x si x € R™

Exercice 6.
+o00

Soit E a,x" une série entiére de rayon de convergence R strictement positif. On note f sa
n=0
somme sur | — R, R[.

1. Trouver des conditions nécessaires et suffisantes portant sur les coefficients a,, pour que
f satisfasse I’équation différentielle :

xf"(x) + xf'(x) + f(x) =1

2. Ces conditions étant vérifiées, déterminer les a,, Vn > 1, en fonction de a;. Préciser le
rayon de convergence de la série entiére associée.

3. Déduire de la question précédente que 'on a : f(x) =1+ a;x.e ™.



