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TRANSFORMATION DE LAPLACE

1 Définition de I'espace E

1.1 Fonctions causales

1.1.1 Définition

Une fonction f est dite causale si f(¢) = 0 pour tout ¢ strictement négatif.

1.1.2 Exemple fondamental : la fonction de Heaviside

On appelle aussi 9 4
cette fonction, éche- 1
lon unité. Elle est 1

notée U et définie +
par : ——1— _

¥

U(t)=0sit <0 —2
Ut)=1sit>0 —1

La fonction U sert
a fabriquer des fonc-
tions causales comme
ci-contre : nous avons
sin(t) (en rouge) qui

n’est pas causale et
sin(¢)U(t) (en bleu)
qui 'est.

1.1.3 Représentation graphique d’une fonction définie par g(t) = f(t — o)

- —
La représentation graphique d’une fonction g, dans un repére (O, ¢, 7 ) est 'image de la

-

représentation graphique de la fonction f par la translation de vecteur a1 .
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Par exemple, la
translatée de la
fonction unité est

t — Ut — a), a réel
positif et on a donc :

Ult—a)=0sit<a
Ut—a)=1sit>a

¥

Ici nous avons
sin(¢)U(t) (en bleu)
et sa translatée de
m qui est donc
sin(t — m)U(t — ) (en
rouge)

¥

2
1
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1.2 Exponentielle d’'un nombre complexe

Soit z € C et 2 = a + b2 sa forme algébrique.

z atib __ ja_ib __

e =e"" =e% " = e*(cosb+ 1sinb).

Exemple 1.
Simplifier e}** =

L’exponentielle du nombre complexe a + b est donc la forme trigonométrique du nombre
complexe de module e* et d’argument b.

1.3 Les fonctions de E

1.3.1 Définition

Ej, est I'ensemble de toutes les combinaisons linéaires a coefficients réels ou complexes des
fonctions de la forme ¢ — U(t — a)t"e” * ol « est un réel positif, n un entier positif et 7 un
nombre complexe quelconque, c’est a dire que E, est I’ensemble de toutes les fonctions qui
peuvent s’écrire comme somme de fonctions du type U(t — a)t"e” ¢ avec devant ce genre de
fonctions des coefficients réels ou complexes.

Exemple 2.

Montrer que la fonction f définie par f(t) = t*sin 3t e *U(t — 3) est une fonction de F.
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Exemple 3.
Y

La fonction définie par :

f@)=tu(@®)-2(t—1)U(t-1)+ 1

(t—-2)U(t - 2)

:iiar:fnﬁi auf'z .StS'a représenta- } ; % % | ‘ | } :

gtapnid - —1 J 1 2 3

Exemple 4.

La fonction définie par :
g(t)=U({)-2U(t-1)+U(t—2)
appartient a E,. Sa représenta-|| -1 Oﬁ ' 2 4

tion graphique est :

2 Transformation de Laplace dans Ej

2.1 Définition de la transformée de Laplace
2.1.1 Définition de I'exposant

Si une fonction g est de la forme t — g(t) = kU(t — a)t"e" !, c’est a dire que c’est 'un des
morceaux d'une fonction f appartenant a Ey, alors le complexe r est appelé exposant de la
fonction g.

2.1.2 Propriété

400

Soit f une fonction appartenant a Ey, l'intégrale / f(t)e P dt est absolument convergente

si p est un nombre réel appartenant & l'intervalle |o(f); +oo[ ol o(f) est la plus grande des
parties réelles des exposants des fonctions composants f. Le réel o(f) est appelé abscisse de
convergence de la fonction f.

Exemple 5.
Soit f la fonction définie par : f(t) = e* cos(3t)U(t) + te’sin(t)U(t — )

1. Justifier que f est bien une fonction de FEj.

2. Déterminer les exposants des fonctions qui composent cette combinaison linéaire.

+oo
3. Sur quel intervalle / f(t)e P*dt converge t-elle ?
0

3
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2.1.3 Transformée de Laplace

Soit f une fonction appartenant a Ej.
La transformée de Laplace de f , notée F, est la fonction définie sur o (f); +oo[ par :

Fo) = [ f)eat

Elle est notée : F = L(f) ou F(p) = L(f) (p)

En théorie, on est donc censé, avant de calculer la transformée de Laplace d’une fonction f
causale, vérifier que f € E; et calculer son abscisse de convergence o(f). Dans la pratique,
toutes les fonctions que nous manipulons dans ce chapitre appartiennent a E, et leur abscisse
de convergence en général est égale a 0. Néanmoins, il est naturel d’avoir cette rigueur de
vérification, au cas ou les calculs nous emmeénent dans un espace plus compliqué!

2.2 Transformée de Laplace de I’échelon unité

LU®) =

2.3 Transformée de Laplace de f(t) = t"U(¢)
L) =

2.4 Transformée de Laplace de f(t) = e “'U(t)
L(eU(t)) =

2.5 Transformée de Laplace de f(t) = te “U(t)
L(te™*U(t)) =

2.6 Propriétés de la transformation de Laplace

On suppose dans tout ce paragraphe que p appartient & 'intervalle Jo(f); +oo[ N ]o(g); +00]

2.6.1 Linéarité

Si f et g sont des fonctions appartenant a E, de transformées de Laplace respectives F' et G
et si o et B sont des nombres complexes quelconques alors si on note H la transformée de
Laplace de h = af + A9 :

L(af+pBg) = aL(f)+BL(g)
H = aoF +8G

Exemple 6.
Calculer la transformée de Laplace de f(¢) = sin(¢)U(¢) et de g(t) = cos(t)U(t)

4
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2.6.2 Transformée de Laplace d'une dilatée : ¢ — f(at) a € R™™

Soit f une fonction appartenant & Fy et soit F = L (f) alors

c(stat)) = 27 (2)

a

Exemple 7.
Démontrer la formule ci-dessus.

Exemple 8.
Calculer la transformée de Laplace de f(t) = cos (wt) U(t) et h(t) = sin (wt) U(t) avec w > 0.

2.6.3 Transformée de Laplace d’une translatée : ¢t — f(t — 7) avec 7 € R

Soit f une fonction appartenant & Ey et soit F' = L (f) alors

L{fE-T)U(E—7T))=e"F(p)

Le terme e ?7 s’appelle le facteur de retard.

En clair, lorsqu’une fonction est retardée d’un instant 7 sa transformée de Laplace est mul-
tipliée par e 7.

La démonstration de cette formule est 1a méme que celle ci-dessus en effectuant le changement
de variable u =t — 7.

Exemple 9.
Calculer la transformée de Laplace du signal ci-dessous :
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2.6.4 Multiplication par la variable

Soit f une fonction appartenant & Ey et soit F = L (f) alors

L) = L0
L) = o)

Exemple 10.
Calculer la transformée de Laplace de f définie par f(t) = tsin(wt)U(t).

a

2.6.5 Multiplication par e ol a est un réel quelconque

Soit f une fonction appartenant & Fy et soit F = L (f) alors

£ (f(t)e *) = F(p+a)
Exemple 11.
Calculer la transformée de Laplace de f définie par f(t) = e~* cos(wt)U(%).
2.6.6 Transformée de Laplace d’'une dérivée niéme

Soit f une fonction appartenant a E, et soit F = L(f) alors si f est n fois dérivable sur
'intervalle ]0; +o0[

L(f™) = p*F(p) —p" ' f(07) — p"2F/(07) — ... — F* 71 (0F)
on f(0%) = limf(t)

Exemple 12.
Calculer la transformée de Laplace de la dérivée de la fonction échelon unité.

2.7 Théoréme de la valeur initiale et de la valeur finale

2.7.1 Théoréme de la valeur initiale

Si une fonction f appartenant a ’ensemble Fy admet pour transformée de Laplace la fonction
F, alors

Jm F(p) = 0
: _ +
Jm pF(p) = f(0")
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2.7.2 Théoréme de la valeur finale
Si une fonction f appartenant a I’ensemble E, admet pour transformée de Laplace la fonction

F etsi lim f(¢) existe et est finie, alors :
t—4o00

limpF(p) = lim £()

t—4o00

Exemple 13.
Soit g la fonction définie par g(t) = (cost) U(¢).

1. Le théoréme de la valeur initiale s’applique-t-il a g ?

2. Le théoréeme de la valeur finale s’applique-t-il a g 7

3 Produit de convolution dans Ej

3.1 Introduction

1ére expérience. On jette dans une riviére, en un temps trés bref, au temps ¢ = 0 une quantité
g(0) de colorant (biodégradable!). 100 métres plus bas, on mesure la concentration c(¢) de
colorant, et on 'on a : ¢(t) = g(0)h(t).

2éme expérience. On jette maintenant au temps 7 une quantité g(7) de colorant. Si I’on
suppose que la répartition du colorant ne varie pas au cours du temps et qu’elle reste pro-
portionnelle & la quantité jetée, alors la concentration c(t) trouvée au temps ¢ est égale a

c(t) = q(T)h(t —7)

3.2 Définition

On rappelle que le produit de convolution de deux fonctions f et g est une fonction h définie
ci-dessous. Ce produit est noté x. On a :

Me) = (F0) () = [ f(@)glt — a)ds

Si f est causale, ’intégrale devient :
+oo
hE) = (Fx9) ()= [ f@)g(t—a)da

Si de plus g est causale alors la fonction A 1’est aussi et on a :

h(t) = 0sit<0
B = /Otf(:z:)g(t _o)dosit>0
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D’otu la définition suivante :
Soient f et g deux fonctions appartenant a E;. On appelle convoluée des fonctions f et g dans cet
ordre, la fonction causale ~ définie pour tout ¢ positif par :

A(t) = (7 *0) () = [ F@)g(t -~ 2)do

3.3 Propriétés du produit de convolution

Le produit de convolution est commutatif, associatif et distributif par rapport a l’addition.
De plus le produit de convolution est une loi dite interne, c’est-a-dire que 1’on a :

e fxg=gxf
o (fxg)xh=fx(gxh)

e Si f et g appartiennent toutes deux a E, alors h = f *x g appartient aussi a E.

(démonstrations laissées au lecteur!)

3.4 Transformée de Laplace d’un produit de convolution

Si f et g appartiennent toutes deux a E, alors la convoluée A = f x g a pour transformée de
Laplace le produit des transformées de Laplace de f et g, c’est-a-dire que 1'on a :

L(fxg)=L(f)*xL(9)

Cette propriété nous permettra d’obtenir la transformée de Laplace de fonctions qu’on ne
peut calculer grace aux propriétés déja vues dans le paragraphe 2.6.

T
3.5 Transformée de Laplace de/0 f(t)dt
Soit f une fonction appartenant a l'ensemble Ej, et U la fonction échelon unité alors on a :
Ve >0 (Usxf)(z) = / FO)U(z — t)dt = /mf(t)dt
0 0

1
Si on note F' = L(f(t)) et en rappelant que £ (U(t)) = p alors en utilisant le théorame ci

dessus on obtient :

c (/0 f(t)dt) = F;p)
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4 Transformée de Laplace de I'impulsion unité

Y
On considére la fonction f, définie par: f,(t) =nsi 0 <t < - et
fn(t) = 0 sinon
dont voici la représentation graphique ci-contre pour quelques n |
=1, 2et 4. :
Si on note F,(p) = L(f.(t)) et en remarquant que f,(t) = nU(t)—
1 n n P

nU(t — —) alorson a F,(p)=— — —e ™ = .

=) =75 J

1 ol 7

Maintenant si on fait tendre n — 400, alors on obtient une pseudo
fonction, qui est en fait ce qu’on appelle en mathématiques une
distribution, mais qui n’est plus une fonction, qu’on appelle im-
pulsion unité ou plus simplement Dirac, impossible a représenter,
si ce n’est en faisant un schéma que tous les électroniciens uti- |
lisent :

Cette distribution est notée § et on a : L(6(¢)) = HIP F.(p) = LIIJIFI z = Ze‘i =1

b Transformation de Laplace des fonctions périodiques

Soit f une fonction T-périodique, causale, n'appartenant pas forcément a E,. Soit f; la
fonction définie par : fo(t) = f(¢) si 0 <t < T et fo(¢t) = 0 sinon telle que f, appartiennent
a E, alors on a :

£y = S0

Exemple 14.

Déterminer la transformée de Laplace de la fonction f T-
périodique, causale, définie sur [0; T[ par f(t) = t.

Exemple 15.
Le train d’impulsion
Cela correspond, en électronique a des flashs éclairs périodiques.

alors onaE(f(t)):l_tpTcar L(()=1 | /]\ T T
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6 Table des transformées de Laplace
On note F(p) = L(f(t)) ou f est une fonction appartenant a E,
H L (5(t)) H 1 H
LU() .
I
L(tU(t)) 272'
L(EU(®) -
£ (e *U(t)) » Jlr -
—at 1
L (te U(t)) (p +Ia)2
L (te *U(t)) (pJF”W
£ (cos (w) U(1) T
£ (sin (wt) U(£)) S
| L(ft-aUt-a) | e *PF(p) H
| L(e"f()) | F(p+a) H
L") p"F(p) —p* 'f(0F) —p™ 2f'(0F) — ... — f™1(0T)
c ( /0 t f(u)du) F;p)
I L(tf(t)) | —F'(p) H
L <f§t)> /:00 F(u)du
Pour f T-périodique : £ (f(%)) f)g))ﬂ, ol Fy(p) = L(fo(t))
H L(f*9) H FxG H

7 Transformée de Laplace inverse

La transformée de Laplace étant un opérateur bijectif, sa bijection inverse existe. Elle est
unique et on I’appelle original de F'; on a alors : £ *(F(p)) = f(t). Cela signifie que connais-
sant la transformée de Laplace d'un signal, on retrouve, grace a une lecture dans ’autre sens

dans la table des transformées de Laplace, le signal.

10
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7.1 Linéarité de la transformation de Laplace inverse

Soient F'(p) = L(f(t)) et G(p) = L(g(t)), f et g étant deux fonctions appartenant & Ej.
Soient A et u deux réels quelconques alors :

LUAF(p) + uG(p)] = AL [F(p)] + uL™' [G(p)]

Cette propriété conduit, pour la recherche d’un signal dont on connait ’original, a transformer
celui-ci en une somme d’éléments simples dont on peut facilement retrouver les originaux
grace a la lecture en sens inverse dans la table.

7.2 Processus a suivre pour la transformation de F(p) en somme d’éléments simples

1. s’il y a des retards, les traiter en premier, séparément.

p
2. pour des fractions rationnelles du genre F'(p) = (p) avec deg P < deg @, on décompose

-~ Q(p)

dans R cette fraction en éléments simples. Les éléments simples de premiére espéce se
traitent facilement. Pour ceux de seconde espéce, on doit mettre leur dénominateur sous
forme canonique, pour retrouver des originaux en cosinus ou en sinus.

1—e2p

P+ 3p+2

1
Exemple 17. Trouver l'original de F(p) =
(p+1) (P> +2p+2)

Exemple 16. Trouver l’original de F(p) =

7.3 Propriétés de la transformée de Laplace inverse

Soit f une fonction appartenant & ’ensemble F, et dont la transformée de Laplace est F(p).

L. L7 [F'(p)] = —tf(?)

2. L71 Upm F(u)du] = fit)

11
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8 Reésolution des équations différentielles grace a la transformée de
Laplace

8.1 Equations différentielles linéaires du premier ordre a coefficients constants

On considére ’équation différentielle suivante :

(B): /(1) + ay(t) = f(2)
ol a est un réel quelconque, f une fonction appartenant a ’ensemble E, et y une fonction
appartenant aussi a Fj.

On note F(p) = L(f(¢)) et Y (p) = L(y(¢))

En appliquant a ’équation (E), la transformation de Laplace on a alors :

L(y'(¢) +ay(t))F= L(F(1) & Ly (1) +ally(®) = L)) < pY(p) - y(0") +aY(p) = F(p)
p+a
puis grace a la transformée de Laplace inverse, on recherche l'original de Y (p) c’est-a-dire

LY (p)] = y(2).

8.2 Equations différentielles linéaires du second ordre a coefficients constants

On considére 1’équation différentielle suivante :

(E) - y"(t) + ay/'(¢) + by(t) = f(¢)
ol a et b sont des réels quelconques, f une fonction appartenant a l'ensemble Ej et y une
fonction appartenant aussi a Ej.

On note F(p) = L(f(¢)) et Y (p) = L(y(¢))

En appliquant a ’équation (E), la transformation de Laplace on a alors :
L(y"(¢) +ay'(t) + by(t)) = L(£(t)) © p*Y (p)—py(07)~y'(07)+a (pY (p) — y(07))+bY (p) =
F(p)
don + v(p) = TP HPUOT) +ay(0) + ¥ (0)

pP+ap+b
puis gréce a la transformée de Laplace inverse, on recherche l'original de Y (p) c’est-a-dire
LY (p)] = y(t)-
Exemple 18. Résoudre 1'équation différentielle y”(¢) + 6y'(t) + 9y(t) = t?e~* sachant que
y(0)=aet y'(0)=p

8.3 Résolution des systémes différentiels d’ordre 1

La méthode consiste simplement a effectuer la transformation de Laplace de chacune des
équations du systéme, qui sont du premier ordre. On aboutit ainsi & un systéme linéaire
de n équations a n inconnues : Yi(p), Yz(p), ..., Y.(p), dans lesquelles p joue le role d’un
parameétre. Puis par recherche des originaux de chacune des Yi(p), Y2(p), ...,Yn(p), on
retrouve la solution du systéme différentiel de départ.

12
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9 Application aux fonctions de transfert

9.1 Définition

Un systéme physique quelconque (électronique, électromécanique, pneumatique ...) produit
une sortie s(t) lorsqu'il est excité par un signal d’entrée e(t).

Entréz e(t) . . Sortie 5(t)
—» OSysteme physique |,

On se propose d’étudier la réponse s(t) d’un systéme linéaire 4 une entrée e(t) telle que pour
tout t < 0, e(t) = 0, en utilisant la transformation de Laplace.

Supposons que le systéme satisfait a 1’équation :
ags(t) + ay8'(t) + ... + ans™(t) = boe(t) + bie'(t) + ... + bnel™(t)(m < n)

Pour simplifier ’étude, supposons que les conditions initiales sont telles que (systéme initia-
lement au repos) :

e(0t) =€'(0") = ... =e™(0") =5(0") =s'(0") = ... = s(™(0") =0
Dans ces conditions, on note S(p) et E(p) les transformées de Laplace de s et de e et on note
S
H(p) = E'((ij)) H est appelée la fonction de transfert du systéme.

1. Exprimer H(p) en fonction des coefficients ay, ..., a, et by, ..., by,.

9.2 Exemple

iy R

e(t) C —— [s(0

© ©  On considére le circuit électrique RC ci-contre. Nous consi-
dérons que c’est un systéme ayant une entrée e(t) et une sortie s(t) et nous supposons qu’il

n'y a pas d'impédance qui charge la capacité. On obtient 1’équation différentielle du systéme :
ds(t)
dt RC

1. Déterminer la fonction de transfert du circuit.

+a s(t) =e(t) avec a =

2. Déterminer le signal réponse s(t) lorsque le signal e(t) d’entrée est égal a :

13
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(a) Une impulsion.
(b) Un échelon unité.

(c) ksin(wt)

9.3 Stabilité d'un systéme

Pour voir si un systéme est stable, on lui applique une perturbation (impulsion par exemple)
et on observe 1’évolution de s(¢) :

e 3i s(t) retourne a la valeur 0, on dit que le systéme est stable.

e Sinon on dit que le systéme est instable.

1. Déterminer la stabilité du systéeme a partir de la réponse temporelle du systéme dans
les cas suivants lorsque le signal d’entrée est une impulsion.

12 10
H, P — | = H =
Hy(p) = 5
T P +ap+s

2. Faire apparaitre dans un tableau les différents termes que 1’on peut obtenir dans une dé-
composition en éléments simples, leur réponse temporelle, leur représentation graphique
et la stabilité du systéme.

3. En déduire une propriété sur les poles de S(p) permettant de savoir si le systéme est

stable ou instable.

9.4 Systémes en cascades

On considére n systémes en cascade comme ci-dessous, et on appelle H; la fonction de transfert
du systéme S;.

et st Sl
R

Quelle est la fonction de transfert des n systémes?

14
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10 EXERCICES

10.1 Calcul de transformées de Laplace
Exercice 1.
1. Linéariser en utilisant une formule trigonométrique : f(¢) = cos®(wt)

2. En déduire, en vous aidant des propriétés classiques et du formulaire, la transformée de
Laplace de f(t) = cos®(wt)U(t)

Exercice 2.
Calculer la transformée de Laplace du signal ci-dessous :

Exercice 3.

Calculer, a partir de la définition, la transformée de Laplace du signal réel ci-dessous : (Vp > 0
et 6 > 0)

~.

Retrouver le résultat précédent en décomposant le signal en une combinaison linéaire de
signaux élémentaires et en utilisant le formulaire.

Exercice 4.
Calculer la transformée de Laplace du signal suivant (méthode au choix) :

een
[
|\
1 a
- |
J I
]
‘1 ol 7 10 \ZQQT 4‘1 5

15
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Exercice 5.
Calculer la transformée de Laplace du signal suivant (méthode du formulaire) :

—3

Vo
I
I
[E— |
. I
J I
I
1 O 7 :0 2 :20; 4 5
I I
1 | |
I I
I I
I I
—VZ (I———

Exercice 6.
Trouver les transformées de Laplace des signaux fi, fo et f; suivants et les représenter gra-
phiquement :
sintsi0<t< 7 1si0<t<a st 0Kt
t — ~ ~ . — ~ ~ . t — ~ ~
fi(®) {O sit>mout<0’ F2(t) {O si t>aou t<0 '’ f5(®) {0 sinon

Exercice 7.
Calculer les transformées de Laplace des signaux T-périodiques définis ci-dessous :

1. f(t) = |sint|U(t)

1si0<t<a
2. f(t)=1< 0 sia<t<2a
T =2a

10.2 Calculs de transformées de Laplace inverses

Exercice 8.
Calculer £ 1 (

11ip+1 )
(p+1)(p*+4)
Exercice 9.

1
Trouver f(t¢) sachant que F(p) =

(p—1)(*+1)

Exercice 10. I

Trouver f(t) sachant que : F(p) = 42——73—1 et représenter graphiquement f(¢).
p

Exercice 11. 1

Trouver f(t) sachant que : F(p) =
7 P)= 2+ 2+ 3)
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10.3 Application de la transformée de Laplace a la résolution d'équations différen-
tielles

Exercice 12.
En utilisant la transformée de Laplace, résoudre 1’équation différentielle suivante :

¥ (¢) — 5y"(t) + 4y(t) = sint et t >0, y(0) =4'(0) = y"(0) = ¥""(0) = y*(0) = 0

Exercice 13.
En utilisant la transformée de Laplace, résoudre ’équation différentielle suivante :

y'(t) —y'(t) +y(t) = (- 1)eU) et y(0)=0,4'(0)=1

10.4 Application de la transformée de Laplace a la résolution de systémes d’équations
différentielles

Exercice 14.

Résoudre le systéme suivant avec f et g deux fonctions dérivables et définies sur [0; 00| :
ff—f+29 =t

{ g—-f+g =0

avec comme conditions initiales f(0) = g(0) = 0.

10.5 Application de la transformée de Laplace a la résolution d’équations intégrales

Exercice 15. Déterminer pour chaque cas la fonction f causale telle que :

t
1. / f(z)e! *dz = sint, Vt >0
0
t
2. f(t)+ [ f(t—a)e dz = cost, V>0
0

3. f(t)+ /Ot ft—z)f(z)dz = 2(2t + 1)e*, V£ >0
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