Variables Aléatoires Discrétes

Variables Aléatoires Discréetes



Variables aléatoires discrétes : Généralités

Définition
Loi de probabilité

Variables aléatoires indépendantes

@ Variables aléatoires discretes : Généralités

@ Définition

@ Loi de probabilité

@ Variables aléatoires indépendantes
© Variables aléatoires discretes : Lois usuelles discretes
© Espérance, moments d'ordre p d'une v.a.d et variance

@ Fonction de répartition

© Loi conditionnelle et variables aléatoires discretes

Variables Aléatoires Discréetes



Variables aléatoires discretes : Généralités

Définition
Loi de probabilité
Variables aléatoires indépendantes

Définition

Définition

Soit (€2, A, P) un espace de probabilités,

On appelle variable aléatoire (v.a. en abrégé) discrete
définie sur €2, toute application,

X :Q = R
w = X(w)

@ X(w) qui est I'ensemble des valeurs prises par X, est fini
ou dénombrable.

o Vx; € X(2) {weQ X(w)=x}e A Clest
I'événement de A : X prend la valeur x;.
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Proposition

On peut alors construire un espace probabilisé
(Q,P(X()), Px) en posant :

VA € P(X(A)), Px(Q) = P({w € QX(w) € A})

On peut vérifier que c'est bien une probabilité sur P(X(£2)) .
On notera P(X € A) la probabilité Px(A) et P(X = x;) la
probabilité Px({x;}). En particulier, on aura donc

Y P(X=x)=1

X €X(Q)
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Définition

La probabilité ci-dessus est appelée loi de probabilité de X.
Elle est caractérisée par la donnée de P(X = x;) pour chaque
x; de X(Q).
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Exemple Introductif

Considérons le lancement de deux dés de couleurs différentes :

Q= {(1,1),(1,2), co-(1,6)crrvrererrrrrernns (6,1),(6,2), ..., (6,1)}

Définissons
X: Q=R

X (i,g) = i =]

Justifier que c'est bien une vad et déterminer sa loi de
probabilité.
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Exemple Introductif

Considérons le lancement de deux dés de couleurs différentes :

Q= {(1,1),(1,2), co-(1,6)crrvrererrrrrernns (6,1),(6,2), ..., (6,1)}

Définissons
X: Q=R

X (i,g) = i =]

Justifier que c'est bien une vad et déterminer sa loi de
probabilité.

X(Q) = {0,1,2,3,4,5}
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Définition
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Loi de probabilité de I'exemple

Nous avons ici

X(Q) ={0,1,2,3,4,5}
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Définition
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Variables aléatoires indépendantes

Loi de probabilité de I'exemple

Nous avons ici

X(Q) ={0,1,2,3,4,5}

Déterminons P(X = k) pour k € X(w) a savoir la loi de
probabilité de cette variable aléatoire
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Loi de probabilité de I'exemple

Pour kK =0,

X=0&|i—j|l=0&i=]
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Loi de probabilité de I'exemple

Pour kK =0,

X=0&|i—j|l=0&i=]

Il nous faut donc déterminer le nombre de couples (i, /) de la
forme (i, /)
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Loi de probabilité de I'exemple

Pour kK =0,

X=0&|i—jl=0si=]

[l nous faut donc déterminer le nombre de

couples (7,) de la
forme (i, /)

Nous avons donc 6 couples de cette forme ainsi

6
P(X=0)= 5
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Loi de probabilité de I'exemple

Pour k =1,

X=1ls|i—jl=1i=1+j oui=j-1
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Loi de probabilité de I'exemple

Pour k =1,

X=1ls|i—jl=1i=1+j oui=j-1

Il nous faut donc déterminer le nombre de couples (i, /) de la
forme (i,i — 1) pour i € |2,6] ou (i,i+ 1) pour i € [1,5]
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Loi de probabilité de I'exemple

Pour k =1,

X=1ls|i—jl=1i=1+j oui=j-1

Il nous faut donc déterminer le nombre de couples (i, /) de la
forme (i,i — 1) pour i € |2,6] ou (i,i+ 1) pour i € [1,5]
Nous avons donc 10 couples de cette forme ainsi

10

PX =1) = 3
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Loi de probabilité de I'exemple

Et ainsi de suite, nous obtenons le tableau de la loi de
probabilité de X :

Xw) 0 1 2 3 4 5
6 10 8 6 4 2
Px 36 36 36 36 36 36
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Définitions de v.a indépendantes

On dit que les vad X et Y sont indépendantes, si Vx € X(Q)
Vy € Y(Q), les évenements {X = x} et {Y = y} sont
indépendants.

Les variables aléatoires discretes Xi, X5, ..., X, sont
mutuellement indépendantes si pour tout k € [|2, n|], et pour
indices 1 <ip <h<..<ip<n,

Vx, € Xi,,Vx;, € Xi,,...Vx;, € Xj, les évenements

{Xiy = x,} {X, = x, }..{ X, = x, } sont mutuellement
indépendants.
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Exemple fondamental

Des v.a X et Y sont indépendantes si elles se rapportent a
deux expériences effectuées de facon indépendante. Ainsi
lorsqu’on fait plusieurs répétitions indépendantes d’'une méme
expérience (tirages successifs avec remise par exemple) : soit
X1 le résultat du premier essai,..., X, le résultat du n ieme
essai, les v.a Xi,...X, sont indépendantes
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© Variables aléatoires discretes : Lois usuelles discretes
@ Loi de Bernoulli

Loi Uniforme discrete

Loi Binomiale

Loi hypergéométrique

Loi géométrique

Loi de Poisson

@ Espérance, moments d’ordre p d'une v.a.d et variance

£9 Fonction de répartition
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Loi de Bernoulli

Une épreuve de Bernoulli une expérience aléatoire qui n'a
que deux issues :

@ le succes qui se produit avec la probabilité p
@ |'échec qui se produit avec la probabilité g =1—p
La loi de Bernoulli est la loi d'une variable aléatoire qui code

le résultat d'une épreuve de Bernoulli avec 0 pour I'échec et 1
pour le succes.

X(§2) ={0,1}
PX=1)=p




Loi de Bernoulli
Loi Uniforme discrete
Loi Binomi

Variables aléatoires discretes : Lois usuelles discretes

Loi de Poisson

Loi Uniforme discrete

C'est la loi qui correspond au cas ou I'on a équiprobabilité. J

X(Q) = {81, ds, ...,a,,} aj € Rie |[1, n]]

1
Vi<k<n PX=a)=-
n

Remarque : la loi de Bernoulli de parametre % est une loi
uniforme discreéte.
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Loi Binomiale

Partons d’'une expérience ne comportant que deux résultats
possibles qui peut donc étre modélisée par une loi de Bernoulli
B(p) et répétons n fois |'expérience de facon indépendante.
La variable aléatoire qui compte le nombre de succes parmi ces
n expériences est appelée une loi Binomiale notée B(n, p). La
loi binomiale est caractérisée par deux parameétres : n qui
correspond au nombre de fois ou I'on répéte |'expérience et p
qui correspond a la probabilité de succes dans une expérience.
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Loi de Poisson

DEE

On dispose d'une urne avec 5 boules rouges et 15 boules
noires. On tire 4 boules avec remise a chaque tirage.Soit X la

va qui compte le nombre de boules noires obtenues. Quelle est
la loi de X 7
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Loi de Poisson

DEE

On dispose d'une urne avec 5 boules rouges et 15 boules
noires. On tire 4 boules avec remise a chaque tirage.Soit X la
va qui compte le nombre de boules noires obtenues. Quelle est
la loi de X 7

X(2)={0,1,2,3,4} X ~ B(4, %)

15k 54—k

Vk € [0,4] P(X = k) = (D "2

Variables Aléatoires Discréetes



Loi de Bernoulli

Loi Uniforme discrete
Loi Binomiale

Loi hypergéométrique
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Loi géométrique
Loi de Poisson

Loi hypergéométrique

Le contexte est celui d'un tirage simultané de n individus dans
une population de taille m >> n. Une proportion p de la
population possede un caractére fixé. On introduit la va X qui
correspond au nombre d'individus tirés possédant le caractere
étudié. Elle est notée : H(m, n, p)

X(Q)={0,1,...,n}
Vk e X(2) P(X =
Vke X(Q) P(X=k)=0 si k>mp
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Loi de Poisson

DEE

Sur un lot de 10 pieces d'équipement, trois pieces sont non
conformes. On tire simultanément 5 piéces, quelle est la loi du
nombre de pieces non conformes
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La

Loi de Poisson

DEE

Sur un lot de 10 pieces d'équipement, trois pieces sont non
conformes. On tire simultanément 5 piéces, quelle est la loi du
nombre de pieces non conformes H(10,5,0.3)
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La

Loi de Poisson

DEE

Une urne contient 10 boules dont 7 sont blanches. On préleve
3 boules dans I'urne et simultanément. Soit X la variable
aléatoire comptant le nombre de boules blanches. Calculer
P(X = 2).
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La

Loi de Poisson

DEE

Une urne contient 10 boules dont 7 sont blanches. On préleve

3 boules dans I'urne et simultanément. Soit X la variable

aléatoire comptant le nombre de boules blanches. Calculer

P(X = 2).

X EPNGICE)
~ (10,7 3) donc P(X = 2) = (170)

7
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Approximation par la loi binomiale

Pour n, p, k fixés,

o CCE)
L <k)” (1=p)
En pratique, cela permet d'approcher la loi hypergéométrique
par la loi binomiale plus simple d'utilisation lorsque m est tres
grand.

Ceci signifie que lorsque I'on fait un tirage de n individus, si m
est grand cela ne change presque rien que le tirage soit avec
ou sans remise. On pourra donc supposer que le tirage se fait
avec remise si m >> n. En pratique dés que - < 0.1.
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La

Loi de Poisson

DEE

Sur un lot de 10000 pieces, 30% des pieces sont non
conformes. On tire simultanément 5 pieces. Quelle est la loi de
la va indiquant le nombre de piéces non conformes?
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La

Loi de Poisson

DEE

Sur un lot de 10000 pieces, 30% des pieces sont non
conformes. On tire simultanément 5 pieces. Quelle est la loi de
la va indiquant le nombre de piéces non conformes?

Elle suit approximativement une loi binomiale B(5,0.3)
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Loi Binon
Loi hypergéométrique
Loi géométrique

Loi de Poisson

Décomposons
(M) (M) (mpy (m(1-p))! _

(',’77) T (:‘) kl(mp—k)!  (n—k)!(m(1—p)—n+k)!
nl(m—n)! - (n) (mp)! (m(1—p))! _ (m=n)!

m! k) (mp—k)!  (m(1—p)—n+k)! m!
Pour m — +o00 , on

! k  mp—k+i k

3 ity = 1lic ™o = [T (1+ 0(1)) = 1+ 0(1)

. |
et 'on obtient 22 ~ (mp)*
* Le méme raisonnement pour le second terme permet

d'obtenir : (PCPU ~ (m(1 — p))"* .

* Enfin, pour le troisieme terme : (m%'n), ~m".
En conclusion, on a :
()("5") m\ (mp)“(m(1—p))"~* _ (my nk

~ s D — N
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Loi de Poisson

Lois usuelles : Contexte de la loi géométrique

Nous nous intéressons a une succession d'épreuves de
Bernoulli, a I'issue de chacune d’elle soit il y a un échec avec
la probabilité 1 — p soit il y un succes avec la probabilité p. On
s'intéresse a |'apparition du premier succes.
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Loi de Bernoulli

Variables aléatoires discrétes : Lois usuelles discretes discrete

Loi de Poisson

Lois usuelles : Loi Géométrique
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Loi de Bernoulli

Loi Uniforme discrete
Loi Binomiale

Loi hypergéométrique
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Loi géométrique
Loi de Poisson

Loi de Poisson

C'est la loi des événements rares. J

La loi de Poisson est caractérisée par un parameétre A > 0. Elle
est définie par :

L

P(X =k =e?];

X ~ P()\)

. —AXE
Remarque : ), e 55 = L.
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Variables aléatoires discretes : Lois usuelles discretes

Loi de Poisson

Proposition

Soit n€ N et 0 < p <1, supposons que lorsque p = % avec
une constante A > 0 de sorte que quand n tend vers +o0, p
tende vers 0 Alors pour tout kK € N,

()P (L = p)"* = e

La loi de Poisson apparait donc comme une approximation de
la loi binomiale quand n est "grand” et p est " petit.
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Loi géométrique
Loi de Poisson

Preuve

S| >
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Loi de Poisson

Preuve

S| >
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Loi géométrique
Loi de Poisson

Preuve

S| >

_ n(n—1)...(n— k + 1)(5),((1 B é)n_k

k! n n

Variables Aléatoires Discréetes




. . N . N i de Bernoulli
Variables aléatoires discrétes : Lois usuelles discretes - N PR,
Uniforme discrete
trique

Loi de Poisson

Preuve

nk(1— 1)1 - 2)..(1 - &2)
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. . N . N i de Bernoulli
Variables aléatoires discrétes : Lois usuelles discretes - N PR,
Uniforme discrete
trique
géometrique
Loi de Poisson

Preuve

nk(1— 1)1 - 2)..(1 - &2)

n——+00 n
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. . . . . Loi de Bernoulli
Variables aléatoires discretes : Lois usuelles discretes Loi .

Loi

Loi

Loi g

Loi de Poisson
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Variables aléatoires discrétes : Lois usuelles discretes ::OI alz Bﬂnu“‘l-l S
oi Uniforme discrete
Loi
Loi e trique
Loi géométrique
Loi de Poisson

Preuve

A
lim (1-2)% = lim e *0(-3)=1
n—4-00 n n—4-00

A
lim (1—2)"= lim e™~%) =e¢ DL
n——+o00 n n—-o0o
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i de Poisson

Preuve

. _ . _ _2
lim (1-2) = lim e *(=2)=1
n——-00 n n——+00
lim (1—-—=)"= lim e"1-3) = ¢ DL
n——+o00 n n—-o0o

: Ny
Jim P(X=k)="re

Variables Aléatoires Discréetes



Loi de Bernoulli
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Loi Binomiale

Loi hypergéométrique

Variables aléatoires discretes : Lois usuelles discretes

Loi géométrique
Loi de Poisson

Approximation de la loi binomiale par une loi de
Poisson en pratique

Si n est grand et p assez petit, on peut remplacer la loi
binomiale B(n, p) par la loi de Poisson de méme espérance
mathématique P(\).

On admet souvent que cette approximation est satisfaisante
lorsque n > 30 et p < 0.1 avec np < 10.

Mais il s'agit d'une convention, qui peut varier selon les
auteurs. L'intérét d'une telle approximation apparait quand les
calculs sont plus simples.

Variables Aléatoires Discréetes



Variables aléatoires discretes : Lois usuelles discretes

Loi de Poisson

DEE

Par exemple, avec la loi binomiale 5(100;0.05) on a :

P(X =4) = (12()) (0.05)*(0.95)% ~ 0.178

et si nous |'approchons par une loi de Poisson de paramétre 5 :

54
P(X =4) = e*5a ~ 0.175

Avec un temps de calcul réduit, on obtient une valeur
numérique tres satisfaisante.
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Loi de Poisson

En pratique

B(n, p) peut étre approchée par P(np) si les conditions
suivantes sont réalisées :

n>30 p<01 np<10 ]
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Loi de Poisson

DEE

On admet que pour un type d'équipement informatique la
durée de vie moyenne exprimée en années est de 3 ans.
Calculer la probabilité pour que la durée de vie soit strictement
supérieure a 1.
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Loi de Poisson

DEE

On admet que pour un type d'équipement informatique la
durée de vie moyenne exprimée en années est de 3 ans.
Calculer la probabilité pour que la durée de vie soit strictement
supérieure a 1.

X~P@B) PX>3)=1-PX=0—-P(X=1)=
1—e3—-3e3
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Loi de Poisson

DEE

L'opératrice d'un standard téléphonique recoit en moyenne 2
appels par minute. Les appels sont répartis au hasard dans le
temps.

©Q Quelle est la loi de probabilité régissant le nombre
d'appels recus en 5 minutes ?

© Quelle est la probabilité que ce nombre d'appels dépasse
157
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Loi de Poisson

DEE

On divise l'intervalle de temps : 1 min en n = 60s et a chaque
seconde soit il y un appel soit il n'y en a pas : avec

p= % = % donc la va comptant le nb d’'appels recus en 1s
suit une loi binomiale de parameétres p = 1/30 et n = 60. Nous
pouvons approcher cette loi binomiale par une loi de Poisson
de parametre A = 2. Par le méme raisonnement en 5 min, le
nombre d'appels recus sut une loi de Poisson de parameétre 10.
(car 10 appels en 5 min i.e 10 appels en 300 secondes.)
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Loi de Poisson

DEE

On divise l'intervalle de temps : 1 min en n = 60s et a chaque
seconde soit il y un appel soit il n'y en a pas : avec

p= % = % donc la va comptant le nb d’'appels recus en 1s
suit une loi binomiale de parameétres p = 1/30 et n = 60. Nous
pouvons approcher cette loi binomiale par une loi de Poisson
de parametre A = 2. Par le méme raisonnement en 5 min, le
nombre d'appels recus sut une loi de Poisson de parameétre 10.
(car 10 appels en 5 min i.e 10 appels en 300 secondes.)

P(X >15)=1— P(X < 15) = 1 — 0.9513 = 0.0487
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Espérance
Espérance, moments d'ordre p d'une v.a.d et variance Esperar et indépendance
Moment d’ordre p

e et Indépendance

@ Variables aléatoires discretes : Généralités
© Variables aléatoires discretes : Lois usuelles discretes

© Espérance, moments d'ordre p d'une v.a.d et variance
@ Espérance
@ Esperance et indépendance
@ Moment d'ordre p
@ Variance
@ Variance et Indépendance

@ Fonction de répartition
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Espérance

Esperance et indépendance
Moment d'ordre p

Va €

Variance et Indépendance

Espérance, moments d'ordre p d'une v.a.d et variance

Espérance d'une v.a.d

On dit que X est intégrable si

> Ixlpx(x) < +o0

xeX(R)

L'espérance de X notée E(X) est définie par :

EX)= > xP(X=x)

xEX(Q)

Elle correspond a la valeur moyenne
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Espérance, moments d'ordre p d'une v.a.d et variance Esperance et indépendance
Moment d’ordre p
Variance
ce et Indépendance

Exemples

Déterminer |'espérance
@ de I'exemple introductif.
@ pour une loi de Bernoulli

@ pour une loi de Poisson
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Espérance
Espérance, moments d'ordre p d'une v.a.d et variance Esperance et indépendance
Moment d’ordre p

e et Indépendance

Exemple introductif

Dans notre exemple,

6 10 8 6 4 2 70
E(X) = 0% + 1m0+ 2% o 4 35 4 A 4 B —
(X) = 0 gt T gpt2agpd ngp b duge #5500 = o
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Espérance, moments d'ordre p d'une v.a.d et variance Esperance et indépendance
Moment d’ordre p

ce et Indépendance
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Espérance
Espérance, moments d'ordre p d'une v.a.d et variance Esperance et indépendance
Mnmsnt d’ordre p

ce et Indépendance

Exemple : Loi de Poisson

X =P
EX) = S ke = e AT o
*A/\Z%C Ak =e et =\
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Espérance

Esperance et indépendance
Moment d’ordre p
Variance

Variance et Indépendance

Espérance, moments d'ordre p d'une v.a.d et variance

Propriété de |'espérance

@ Si X = a c'est-a-dire si X(Q2) = {a} then E(X) = a
@ Si a et b sont des réels et X une variable aléatoire
d'espérance E(X) alors

E(aX +b) = aE(X)+ b

(L’espérance est un opérateur linéaire.)
o E(X—E(X)) =0, on dit que la va X — E(X) est centrée.
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Espérance

Esperance et indépendance
Moment d'ordre p
Variance

Variance et Indépendance

Espérance, moments d'ordre p d'une v.a.d et variance

Esperance et indépendance

Proposition
Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes
intégrables alors :

E(XY) = E(X)E(Y)
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Espérance
Esperance et indépendance
Moment d'ordre p

e

e et Indépendance

Espérance, moments d'ordre p d'une v.a.d et variance

Remarque

L'espérance mathématique ne suffit pas a décrire une variable
aléatoire discrete : en effet soit X la variable aléatoire
mesurant le gain d'un joueur lors d'une loterie comportant
1000 numéros faisant tous gagner 5 euros, et soit Y son an
analogue dans une loterie de 1000 numéros dont un seul est
gagnant et fait gagner 5000 euros. Déterminer E(X) et E(Y),
qu’en concluez vous?
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Espérance

Espérance, moments d'ordre p d’'une v.a.d et variance Esperance et indépendance
Moment d'ordre p
Variance
Variance et Indépendance

Remarque

L'espérance mathématique ne suffit pas a décrire une variable
aléatoire discrete : en effet soit X la variable aléatoire
mesurant le gain d'un joueur lors d'une loterie comportant
1000 numéros faisant tous gagner 5 euros, et soit Y son an
analogue dans une loterie de 1000 numéros dont un seul est
gagnant et fait gagner 5000 euros. Déterminer E(X) et E(Y),
qu’en concluez vous?

E(X)=1%5=5 E(Y) = o5 * 5000 + 5 %0 =5

E(X) = E(Y) pourtant X et y ne sont pas les mémes

variables aléatoires
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Espérance

Esperance et indépendance
Moment d'ordre p
Variance

Variance et Indépendance

Espérance, moments d'ordre p d'une v.a.d et variance

Moment d'ordre p d'une v.a.d

On dit que X est de puissance p-intégrable si
S elox(x) < 400
xeX(R)
L'espérance de XP notée E(X), appelée moment d'ordre p est
définie par :

E(XP)= Y  xPP(X =x)

xeX(R)

Par exemple, si X est de carré intégrable alors

E(X?) = x*P(X = x)
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Espérance

Esperance et indépendance
Moment d'ordre p
Variance

Variance et Indépendance

Espérance, moments d'ordre p d'une v.a.d et variance

Variance d'une variable aléatoire

Soit X une variable aléatoire de carré intégrable
La variance de X est le nombre réel positif donné par

Var(X) = E[(X = E(X)))] = Y (x— E(x))*P(X = x)

xEX ()

On peut montrer que
Var(X) = E(X?) — E(X)* >0
L'écart-type, noté o(X) est défini par

a(X) = +/ Var(X)
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Espérance

Espérance, moments d'ordre p d'une v.a.d et variance Espe > et indépendance
Moment d'ordre p
Variance
Variance et Indépendance

Propriétés de la Variance

Propriétés
Si X est de carré intégrable alors pour (a, b) € R? nous avons

Var(aX) = a*Var(X) Var(X + b) = Var(X)
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Espérance

Esperance et indépendance
Moment d'ordre p
Variance

Variance et Indépendance

Espérance, moments d'ordre p d'une v.a.d et variance

Variance et Indépendance

Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes
indépendantes de carré intégrable alors :

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y)
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Espé e

Esperance et indépendance
Moment d’ordre p
Variance

Variance et Indépendance

Espérance, moments d'ordre p d'une v.a.d et variance

Exemples

Prouver la formule précédente.
En déduire |'expression de la variance pour une loi binomiale.
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Espérance, moments d'ordre p d'une v.a.d et variance t indépendance
Moment d’ordre p
Variance
Variance et Indépendance

Preuve

Var(X + Y) = E((X + Y)?) — (E(X + Y))? =
E(X2 +2XY + Y2) — (E(X)2 + 2E(X)E(Y) + E(Y)?

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y)
par linéarité de I'espérance et puisque E(XY) = E(X)E(Y)
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Espérance

Esperance et indépendance
Moment d’ordre p
Variance

Variance et Indépendance

Espérance, moments d'ordre p d'une v.a.d et variance

DEE

Déterminer la variance de I'exemple introductif
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Espérance
Espérance, moments d'ordre p d'une v.a.d et variance e

Variance
Variance et Indépendance

Exemple : Variance de I'exemple introductif

6 10 8 6 4 2 210
E(X) = 0% —+1%%—4+2%%—+3%%— +4%%—+5%%— = —
(X) = 0o g 1 gg #20gp +3% gt gp 8% 3 = ¢

Var(X) = E(X?) — E(X)? ~ 2.06
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Espérance
Espérance, moments d'ordre p d'une v.a.d et variance Esperance et indépendance
Moment d'ordre p
Variance

Variance et Indépendance

Signification concrete de la variance

Il s'agit d'une mesure de la dispersion des valeurs prises par la
variable, dispersion autour de son espérance (sa moyenne) et
en tenant compte des probabilités d'apparition des valeurs.
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Espérance

Espérance, moments d'ordre p d'une v.a.d et variance Esperance et indépendance
Moment d'ordre p
Variance
Variance et Indépendance

Résumé pour les variables aléatoires discretes

Lois discretes

Nom Loi P(X = k) E(X) | Var(X)
Uniforme U(n) 1 ol ”21;1
Bernoulli B(p) | PX=1)=p p p(1l—p)
Binomiale | B(n,p) | (})p*"(1—p)"*| np [ np(1-p)

Géométrique |  G(p) | p(1 —p)<t 5 =
Poisson P(p) e A A
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Fonction de répartition

Fonction de répartition d'une v.a.d

Soit X une v.a.d, sa fonction de répartition est définie par :
Va € R Fx(a) = P(X < a)

ol P(X < a) désigne la probabilité de {x; € X(2) x; < a}
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Fonction de répartition

Propriétés de la fonction de répartition

La fonction de répartition d'une v.a.d X vérifie les propriétés
suivantes :

@ (C'est une fonction en escalier

@ Elle est continue a droite

@ limy,_ooFx(a) =0 lim,siooFy(a) =1
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Fonction de répartition

Remarque

Si on connait la loi de X, il est facile de calculer la fonction la
fonction de répartition :

F)= > P(X=x)

x€X(Q)  xi<x
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Fonction de répartition

Remarque

Réciproquement si on connait la fonction de répartition, il est
facile de retrouver la loi. Supposons par exemple que dans
X(2), les x; soient rangés par ordre croissant,
F(xi)=P(X<x)=P(X<xi.1 ou X=x)=PX<
xi_1+ P(X =x) = F(xi_1 + P(X = x)

d’ou
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Fonction de répartition

DEE

Donner la fonction de répartition de I'exemple introductif.
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Fonction de répartition

Fonction de répartition de |'exemple introductif

Xw) 0 1 2 3 4 5

6 10 8 6 4 2
Py 2 B B B ¥ %
FIX) 36 3% 3% 3 3 !
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Loi conditionnelle et variables aléatoires discretes

@ Variables aléatoires discretes : Généralités

© Variables aléatoires discretes : Lois usuelles discretes
© Espérance, moments d'ordre p d'une v.a.d et variance
@ Fonction de répartition

© Loi conditionnelle et variables aléatoires discretes

@ Fonction Génératrice d'une variable aléatoire discrete
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Loi conditionnelle et variables aléatoires discretes

Loi conditionnelle

Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes prenant un
nombre dénombrable de valeurs, alors la loi conditionnelle de
Y sachant (X = x) est donnée par :

V(x,y) € X(Q) x Y(Q) tel que P(X=x)>0
P(X=x)N(Y =y))

PY/X:X(.y) = P(X — X)
E(Y/X=x)= Y yPyx=x(
yYeY(Q)
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Loi conditionnelle et variables aléatoires discretes

DEE

Soient X et Y deux variables aléatoires. On suppose que X
suit une loi de Poisson de parametre A et que la loi de Y
conditionnée par (X = n) est la loi binomiale de paramétres n
et p. Quelle est la loi de Y ?
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Loi conditionnelle et variables aléatoires discretes

DEE

On remarque d’'abord que Y est a valeurs entieres. D'apres la
formule des probabilités totales :

P(Y = k) = +ip(y — k/X = n)P(X = n)

n=0
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Loi conditionnelle et variables aléatoires discretes

DEE

On remarque d’'abord que Y est a valeurs entieres. D'apres la
formule des probabilités totales :

“+o00
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Loi conditionnelle et variables aléatoires discretes

DEE

On remarque d’'abord que Y est a valeurs entieres. D'apres la
formule des probabilités totales :

“+o00

P(Y =k) =) P(Y =k/X =n)P(X = n)

—+00
n A
PY=k)=Y" <k>pkqn e

pkef)\/\k +00 /\nfkqnfk

Q
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Loi conditionnelle et variables aléatoires discretes

DEE
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Loi conditionnelle et variables aléatoires discretes

DEE

Variables Aléatoires Discréetes



Fonction Génératrice d'une variable aléatoire discrete

Fonction caractéristique : Définition

On appelle fonction caractéristique d’une variable aléatoire
discrete X :

Vt € R ¢x(t) = E(e™) Z P(x = k)e'*

keX(Q
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Fonction Génératrice d'une variable aléatoire discrete

Propriétés de la fonction caractéristique

@ ¢x caractérise la loi de X ce qui veut dire que si px = Py
alors X et Y ont méme loi

@ Vn>1,si E[|X|"] < 400 alors ¢x est dérivable jusqu'a
'ordre net V1 < k <n

g?)(t) — I'kE[XkeitX]

Dy (0) = i*E[X*]

ox(9) = 32 U (EOC) 1 (1)
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Fonction Génératrice d'une variable aléatoire discrete

Fonctions caractéristiques des lois usuelles

Loi de Bernoulli

Variables Aléatoires Discretes



Fonction Génératrice d'une variable aléatoire discrete

Fonctions caractéristiques des lois usuelles

Loi Binomiale

X =~ B(n, p)

ox(t) = (1 — p+ pe™)"
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Fonction Génératrice d'une variable aléatoire discrete

Fonctions caractéristiques des lois usuelles

Loi de Poisson

X ~ P())

ox(t) = XD
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Fonction Génératrice d'une variable aléatoire discrete

Fonctions caractéristiques des lois usuelles

Loi Géométrique
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Fonction Génératrice d'une variable aléatoire discrete

DEE

@ Déterminer I'expression de la fonction caractéristique pour
une loi binomiale

@ En utilisant cette expression, retrouver la formule de
I'espérance et de la variance de X.
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La Fonction caractéristique d'une v.a.d

Troisieme Outil : La Fonction Génératrice

Soit X une v.a.discrete définie sur  a valeurs dans N. On
appelle fonction génératrice associée a X la fonction G, définie
pour tout s € R :

Gx(s) = E[s¥] = ZS"P(X =n)
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La Fonction caractéristique d'une v.a.d

Propriétés de la fonction génératrice

@ Gy est une série entiéere de rayon de convergence R > 1.
Gx est bien définie sur [—1,1]
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La Fonction caractéristique d'une v.a.d

Propriétés de la fonction génératrice

@ Gy est une série entiéere de rayon de convergence R > 1.
Gx est bien définie sur [—1,1]

@ Gx est une fonction continue sur [—1, 1] et infiniment
dérivable sur | — 1, 1]

Variables Aléatoires Discréetes



La Fonction caractéristique d'une v.a.d

Propriétés de la fonction génératrice

@ Gy est une série entiéere de rayon de convergence R > 1.
Gx est bien définie sur [—1,1]

@ Gx est une fonction continue sur [—1, 1] et infiniment
dérivable sur | — 1, 1]

@ Gx caracterise la loi de X : deux variables aléatoires ayant
méme fonction génératrice ont méme loi. En particulier :

P(X = n) = = 6L(0)

Variables Aléatoires Discréetes



La Fonction caractéristique d'une v.a.d

Propriétés de la fonction génératrice

o Vk >1, E(X") est finie si et seulement si G, admet une
dérivée d'ordre k au point 1. Dans ce cas

GY(1) = E[X(X —1)..(X — k +1)]

En particulier,
Gx(1) = E(X)

Gx(1) = E(X(X — 1)) = E(X?) — E(X)

Var(X) = Gy(1) + Gx(1)(1 — Gx(X))



La Fonction caractéristique d'une v.a.d

Démonstration

@ Par la formule d'Hadamard,

1 - i

i limpoo P(X = n)»
mais P(X < n) <1 d'ol limucP(X = n)n
R<1

<1ld'ou
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La Fonction caractéristique d'une v.a.d

Démonstration

@ Par la formule d'Hadamard,

1 - i
i limpoo P(X = n)»

mais P(X < n) <1 d'ol limuP(X = n)s < 1d'ob

R<1

@ par propriété des séries entiéres
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La Fonction caractéristique d'une v.a.d

Démonstration

@ Par la formule d'Hadamard,

3=

1 _

i limpoo P(X = n)
mais P(X < n) <1 d'ol limuP(X = n)s < 1d'ob
R<1

@ par propriété des séries entiéres

@ Soit par récurrence, soit Vn > let s €] — 1,1]

_O"E(sY) 8”(5X))

 Osn ds"

G (s) = E[X(X = 1)...(X — n+1)s%"]

Gy (s) = E(
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La Fonction caractéristique d'une v.a.d

Démonstration

e Pour s =0ona G{(0) = nlP(X = n) d'oli

n

carsis =0 alors s“ " =0 saufsi k =n
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La Fonction caractéristique d'une v.a.d

Fonctions génératrices usuelles

Loi de Bernoulli
Si X ~ B(p) alors n > 2 P(X = n) = 0 donc X est bornée et
R = 400 et
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La Fonction caractéristique d'une v.a.d

Fonctions génératrices usuelles

Loi Binomiale
Si X ~ B(n, p) alors X est bornée et R = 400 et

Vs € R G(s) = E(s*) = (1 — p + sp)”
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La Fonction caractéristique d'une v.a.d

Fonctions génératrices usuelles

Si X =~ P()) alors X est bornée et R = 400 et

L e
VSERG(S):ZS" -
n=0

[e.9]

AI‘I
G(s)=e? ZS”F — e e
n=0 ’

G(s) = XD
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La Fonction caractéristique d'une v.a.d

Fonctions génératrices usuelles

Loi Géométrique
Si X ~ G(p) alors R # 400 et

VSERG(S):lpS

1
avecqg=1—pet|s| < —
—gs p
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La Fonction caractéristique d'une v.a.d

Fonctions génératrices et indépendance

Si X et Y sont des variables aléatoires discretes indépendantes
X: Q< NetY: Q<+ Nalors:

Vs € [—1, 1] Gx+y(5) = Gx(S).Gy(S)
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La Fonction caractéristique d'une v.a.d

Remarque

L'un des principaux intérét de la fonction génératrice est
qu'elle permet tres facilement de caractériser la loi de la
somme de variables aléatoires entieres indépendantes.
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La Fonction caractéristique d'une v.a.d

DEE

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant
respectivement une loi de Poisson de paramétre A > 0 et de
parametre ;4 > 0, déterminer la loi de X 4 Y.
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La Fonction caractéristique d'une v.a.d

Proposition

Soit (X;) une suite de variables aléatoires discretes
indépendantes et identiquement distribuées et N une variable
aléatoire entiere indépendante de la suite. On pose :
5:X1—|—X2—|—...+XN NeN S$=0 N=0
alors

Gs(s) = Gn(Gx(s))
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La Fonction caractéristique d'une v.a.d

Preuve

La somme S est doublement aléatoire car les X; sont aléatoires
mais l'indice terminal de sommation N est aussi aléatoire. Pour
effectuer le calcul, on va donc décomposer |'espérance donnant
la fonction génératrice de S sur les valeurs prises par cet indice
en remarquant que ) 1(v=n) = 1 puis utiliser les propriétés
d'indépendance entre les différentes variables aléatoires. Ainsi
Gs(s) = E(> pen 1(,\,:,,)55) =P(N =

0) + ZneNX E(ZneN 1(N=n) H?:l SXf)

Gs(s) = X nen P(N = n)gx,(s)" = Gn(Gx,(s))
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La Fonction caractéristique d'une v.a.d

DEE

Supposons que le nombre d'oeufs pondus par une poule soit
une variable aléatoire N suivant une loi de Poisson de
parametre A > 0, notons K = X; + X5 + ... + Xy la variable
aléatoire donnant le nombre de poussins obtenus ot X; = 1 si
il y a éclosion de |'oeuf et 0 sinon. Déterminer la loi de K.
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