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2 Cours 1 : Dénombrement

2.1 Généralités sur les ensembles �nis

De�nition 1. Ensembles équipotents

1. Un ensemble E est dit équipotent à un ensemble F s'il existe une bijection de E
dans F.

2. Un ensemble E est dit �ni si et seulement s'il existe n ∈ N tel que E soit équipotent
à Fn = {1, 2, ..., n} n ∈ N× et F0 = ∅

3. Un ensemble est dit in�ni lorsqu'il n'est pas �ni.

4. Si E est un ensemble �ni, il existe un entier n ∈ N unique tel que E soit équipotent
à Fn, n s'appelle le cardinal de E et est noté Card(E).

5. Un ensemble est dit dénombrable lorsqu'il est équipotent à N.

De�nition 2. Propriétés des cardinaux (Rappels) Soient E et F deux ensembles �nis, A
un sous ensemble de E, alors :

Card(E ∪ F ) = Card(E) + Card(F )− Card(E ∩ F )

Card(E × F ) = Card(E)× Card(F )

Card(CE(A)) = Card(E)− Card(A)

Exemple 1.

1. Un lycée comporte deux classes préparatoires, 55 élèves ont pour langues anglais, al-
lemand, 60 élèves ont pour langues anglais, espagnol et 15 étudient les trois langues.
Combien y at'il d'élèves en classe prépa ?

2. Une autoroute possède trois sorties principales et chacune de ces sorties principales
possède elle-même deux sorties secondaires. De combien de façon Monsieur Dupont
peut il sortir de cette autoroute ?

3. Un jeu de cartes comporte 32 cartes, on tire successivement et sans remise 3 cartes.
De combien de façons peut on obtenir au moins trois coeurs.

Remarque 1. Exemples et remarques
� N est dénombrable
� Z est dénombrable car équipotent à N et contient strictement N.

On trouve là un paradoxe qui concerne les ensembles in�nis : en e�et des ensembles
in�nis peuvent être équipotents et donc intuitivement avoir le même nombre d'élé-
ments et en même temps être strictement inclus l'un dans l'autre ce qui correspon-
drait intuitivement à ce que l'un soit plus grand que l'autre. Donc quant on passe
aux ensembles in�nis, l'intuition se trouble.
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Exemple 2. Justi�er que les applications suivantes sont bien des bijections :

f : N → N∗
n 7→ n+ 1

g : N → Z
2n 7→ −n

2n+ 1 7→ n+ 1

2.2 Echantillons

De�nition 3. On se place dorénavant dans un ensemble E �ni, E est appelé population.
On note n son cardinal et on va s'intéresser à des objets appelés échantillons que l'on va
dé�nir au cas par cas.

2.2.1 Echantillons ordonnés avec répétitions

Theoreme 1. Echantillons ordonnés avec répétitions

1. Exemple type : On prend pour E l'ensemble des lettres de l'alphabet, un échantillon
ordonné avec répétitions de longueur 3 est une liste de 3 lettres (qui n'a pas forcé-
ment de sens), ainsi par exemple AAA, ABD,DBA sont des échantillons ordonnées
de longueur 3.

2. Dé�nition : un échantillon ordonné avec répétitions de longueur p est un p-uplet à
valeurs dans E.

3. Remarque : Cela correspond à une application de {1, 2, ..., p} dans {1, 2, ..., n}.
4. Propriété : Le nombre d'échantillons avec répétitions de longueur p sur E est égal

à np.

Notation

Un p-uplet est noté en utilisant des parenthèses. Lorsque p = 2, il est appelé couple :
ainsi (2, 3) est un couple di�érent de (3, 2).

Exemple 3. Une urne contient 10 boules rouges et 2 blanches. On prélève successivement
et avec remise 5 boules de l'urne, quel est le nombre de tirages possibles ?

2.2.2 Echantillons ordonnés sans répétition

Theoreme 2. Echantillons ordonnés sans répétitions

1. Exemple type : On prend pour E l'ensemble des chevaux au départ d'une course.
Contrairement à l'exemple précédent, un même cheval ne peut se trouver à plusieurs
places di�érentes à l'arrivée. Si au départ nous avions 15 chevaux, nous aurons
15 ∗ 14 ∗ 13 podiums.

2. Dé�nition : un échantillon ordonné sans répétition de longueur p sur E est un p-
uplet dont tous les éléments sont di�érents. Il faut donc que p ≤ n. Un tel échantillon
est appelé arrangement de longueur p.

3. Propriété : Le nombre d'échantillons sans répétition de longueur p sur E est égal à

0 si p > n Apn = n(n− 1)...(n− p+ 1) =
n!

(n− p)!
sinon.
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Remarque 2. Lorsque p = n, un tel échantillon est est aussi appelé permutation cela
correspond alors à une bijection de E dans lui-même. Le nombre de permutations d'un
ensemble de cardinal n et vaut donc n!.

Un arrangement correspond au nombre d' applications injectives de {1, 2, ..., p} dans
{1, 2, ..., n}.

Exemple 4.

1. Une étagère contient 7 livres tous distinguables par leur tranche. De combien de
façons peut on ranger ces livres sur l'étagère ?

2. Une urne contient 10 boules rouges et 2 blanches. On prélève successivement et sans
remise 5 boules de l'urne, quel est le nombre de tirages possibles ?

2.2.3 Echantillons non ordonnés sans répétition

Theoreme 3. Echantillons non ordonnés sans répétition

1. Exemple type : le tirage du loto, on tire 5 boules au hasard dans une urne de 49. Il

y a donc
49 ∗ 48 ∗ 47 ∗ 46 ∗ 45

5!
tirages possibles.

2. Dé�nition : un échantillon non ordonné sans répétition de cardinal p sur E est
un sous-ensemble de taille p de E (donc p ≤ n). Un tel sous-ensemble est appelé
combinaison.

3. Propriété : Le nombre de combinaisons de taille p est égal à 0 si p > n

(
n

p

)
=

n!

p!(n− p)!
si p ≤ n.

Notation : Un ensemble ou sous-ensemble est noté avec les accolades. Un sous-ensemble

de cardinal 2 est appelé paire. Par exemple {2, 5} est une paire d'entiers et {2, 5} = {5, 2}

Exemple 5. 1. Dans une classe de quinze élèves, on veut élire un comité de trois
élèves. Combien y a t'il de possibilités ?

2. On se donne dans le plan n droites distinctes "en position générale", n ≥ 4, en
combien de points ces droites se coupent elles.

Proposition 4. Combinaisons : Propriétés

1. ∀(n, p) ∈ N× N
(
n

p

)
=

(
n

n− p

)
2. ∀(n, p) ∈ N× N

(
n

p

)
+

(
n

p+ 1

)
=

(
n+ 1

p+ 1

)
Démonstration. Démontrer les propriétés précédentes de façon arithmétique puis en utili-
sant le dénombrement.

Proposition 5. La Formule du binôme de Newton et corollaires
Soient n ∈ N, A un anneau tel que xy = yx, alors on a :

(x+ y)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
xkyn−k

avec x0 = y0 = 1.

8



1. ∀n ∈ N,
n∑
k=0

(
n

k

)
= 2n

2. ∀n ∈ N,
n∑
k=0

(−1k)

(
n

k

)
= 0

Démonstration. On peut procéder par récurrence sur n ou alors :lorsque l'on développe
(a + b)(a + b)(a + b)...(a + b) tous les termes que l'on obtient sont de la forme akbk

′
avec

k + k′ = n. Le coe�cient de akbn−k est égal au nombre de façons de choisir les k facteurs

dans lesquels on prend la a, i.e

(
n

k

)
. Notons que c'est aussi le nombre de façons de choisir

les n− k facteurs dans lesquels on prend le b.

cas particulier avec a = 1 = b. On peut aussi retrouver cette propriété à l'aide d'un
dénombrement : intéressons nous au nombre de codes à n chi�res ne comportant que des
0 et des 1 : évidemment 2n mais c'est aussi le nombre de codes à n chi�res comportant
exactement k fois la valeur 1 et n− k fois la valeur 0 ceci pour k = 0 à n. Or le nombre de

codes à n chi�res comportant exactement k fois la valeur 1 est

(
n

k

)
.

2.2.4 Echantillons non ordonnés avec répétitions

Theoreme 6. Echantillons non ordonnés avec répétitions

1. Exemple type : on lance quatre dés identiques. Combien y a t'il de résulats possibles
. Pour dénombrer le nombre de tirages possibles, on commence par dé�nir une façon
de caractériser le tirage : ainsi le résultat "on a obtenu 1 fois la face 1, 2 fois la face
3 et 1 fois la face 5" est caractérisé par le tableau suivant :
1 2 3 4 5 6
∗ ∗∗ ∗
et donc la formule suivante : ∗| | ∗ ∗| | ∗ |
Nous avons 4 * et 5 séparateurs, il su�t donc de compter le nombre de façons de

disposer les * parmi les 4 + 5 "places" possibles : à savoir

(
9

4

)
= 126.

Theoreme 7. Echantillons non ordonnés avec répétitions

1. Dé�nition : On appelle échantillon non ordonnée avec répétitions de p élé-
ments de E toute liste de p éléments de E non ordonnés distincts ou non Notons
Spn le nombre de tels échantillons.. Un tel ensemble est aussi appelé combinaison
avec répétitions.

2. Propriété : le nombre d'échantillons ordonnés avec répétitions de taille p est égal à

Spn =

(
n+ p− 1

p

)
.

Démonstration. Justi�cation de la formule
De façon plus générale

xxx| |x| |x|..............| |xx| |

9



Nous avons p croix, n cases et n− 1 séparations |
Une combinaison avec répétitions est donc en fait une liste comportant p

croix et n− 1 séparateurs |, donc n+ p− 1 éléments.
Il s'agit dès lors de choisir les p places des x parmi les n+ p− 1 "places" au total :

Spn =

(
n+ p− 1

p

)

Exemple 6. Si A = {a, b, c, d}, déterminer les combinaisons avec répétitions de deux
éléments de A, les expliciter.

2.3 Bilan

Bilan : Les questions à se poser

Pour dénombrer des situations, il est commode de se poser les questions suivantes :

1. Quel est le nombre n d'objets de référence ?

2. Quel est le nombre p d'objets concernés par la situation ?

3. Les p-objets sont ils considérés sans ordre (en vrac : tirage simultané ou avec ordre
(c'est-à-dire que la situation est di�érente si les mêmes p-objets sont classés de façon
di�érente) ?

4. Les répétitions sont elles impossibles (les p-objets sont tous distincts tirage sans
remise) ou possibles (tirage avec remise) ?

Bilan : Tableau récapitulatif

sans répétition avec répétitions
avec ordre Apn np

sans ordre

(
n

p

) (
n+ p− 1

p

)
Exemple 7. Une urne contient 6 boules numérotées de 1 à 6. On pioche successivement
3 boules de l'urne et sans remise.

1. Combien y a t'il de tirages possibles ?

2. Combien y a t'il de tirages tels que la troisième boule obtenue porte le numéro 2 ?

3. Combien y a t'il de tirages tels que la troisième boule obtenue porte un numéro
pair ?

4. Mêmes questions si on pioche successivement avec remise 3 boules de l'urne.
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3 TD1 : Dénombrement

3.1 Exercice 1 : Les Coureurs

Huit coureurs viennent de terminer un cent mètres.
� Combien y a t'il de classements possibles ?
� Combien y a t'il de podium possible ?

3.2 Exercice 2 : Anagrammes

Quel est le nombre d'anagrammes

1. du mot "PROBAS"

2. et du mot "STATS" ?

(On ne demande pas que le mot obtenu ait un sens)

3.3 Exercice 3 : Contrôle de qualité

Dans un lot de 20 pièces fabriquées, on en prélève simultanément 4.

1. Combien de prélèvements di�érents peut on obtenir ?

2. On suppose que sur les 20 pièces, 4 sont défectueuses. Quel est alors le nombre de
prélèvements où

(a) les quatre pièces son bonnes ?

(b) au moins une pièce est mauvaise ?

(c) une pièce et une seule est mauvaise ?

(d) deux pièces au moins sont mauvaises ?

3.4 Exercice 4 : Des journaux dans des casiers

On désire répartir six journaux dans 11 casiers nominatifs. De combien de façon peut on
le faire dans chacun des cas suivants :

1) Chaque casier peut contenir au plus un journal et
a) Les journaux sont distincts
b) Les journaux sont identiques

2) Chaque casier peut contenir un nombre quelconque de journaux et
a) Les journaux sont distincts

3.5 Exercice 5 : Autour du dénombrement

Démontrer par un dénombrement que(
2n

n

)
=

n∑
k=0

(
n

k

)2
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3.6 Exercice 6 : les Livres

On souhaite ranger sur une étagère 4 livres de mathématiques, 6 livres de physique, et 3
de chimie. De combien de façons peut-on e�ectuer ce rangement : nous supposerons à cet
e�et que tous les livres d'une matière sont distincts.

� si les livres doivent être groupés par matières.
� si seuls les livres de mathématiques doivent être groupés

12



4 Cours 2 et 3 : Calcul de Probabilités

4.1 Vocabulaire

De�nition 4.

1. On appelle expérience aléatoire E une expérience dont l'issue est aléatoire. Cette
issue est imaginable, observable mais imprévisible

Jeter un dé, jouer à pile ou face, tirer des cartes dans un jeu de cartes, jouer au

loto...

2. On appelle univers des possibles Ω l'ensemble de tous les résultats possibles de
cette expérience, Ω peut être �ni ou non.
E : jeter une pièce de monnaie jusqu'à l'obtention d'un pile", Ω = {P, FP, FFP, ...},
Ω est in�ni mais dénombrable (car on a une bijection entre N× avec la place du

pile) A : obtenir un pile en au plus quatre lancers A{P, FP, FFP, FFFP} est un

évènement de cette expérience aléatoire

3. On appelle événement élémentaire tout élément de Ω

{2} est un événement élémentaire car singleton de Ω

4. On appelle événement toute partie de Ω

Obtenir un nombre pair est un événement de Ω, en e�et A = {2, 4, 6}
5. Un singleton {ω} est un événement élémentaire

6. Ω est l'événement certain car il est toujours réalisé

7. ∅ est l'événement impossible car il n'est jamais réalisé

8. Ā est réalisé si et seulement si A n'est pas réalisé.

9. A ∩B est réalisé si et seulement si A ET B sont réalisés simultanément.

10. Si A ∩ B = ∅ alors la réalisation simultanée de A et B est impossible, nous dirons
que les évènements A et B sont blueincompatibles

11. Plus généralement ∩iAi est réalisé si et seulement si tous les évènements Ai sont
réalisés.

12. A ∪B est réalisé si et seulement si au moins un des évènements est réalisé.

13. Plus généralement ∪iAi est réalisé si et seulement si au moins un des évènements
Ai est réalisé.

14. Propriétés de l'union et de l'intersection :
A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C) et
A ∩ (B ∪ C) = (A ∩ C) ∪ (A ∩ C)

15. Inclusion :
L'événement A ⊆ B signi�e que la réalisation de A implique la réalisation de B.

16. Evènement A privé de B : A\B = {ω ∈ A ω /∈ B}
De�nition 5. Partition de Ω
Une partition de Ω est un système complet d'événements. Autrement dit, des événements
(Ai)i forment un système complet d'événements si :

1. sont di�érents de ∅,
2. deux à deux incompatibles

3. et si ∪Ai = Ω
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4.2 Espaces probabilisables

4.2.1 Généralités

Connaissant Ω l'univers des possibles, on cherche à attribuer une mesure à toute partie de

Ω, cette mesure va être appelée mesure de probabilité et doit respecter certaines règles

simples de calcul. La mesure de probabilités ne va pas être dé�nie directement sur Ω mais

sur une tribu.

De�nition 6. Tribu
Ω étant un ensemble, on appelle une σ-algèbre sur Ω une famille T de parties de Ω telles
que :

i) Ω ∈ T
ii) si A ∈ T , alors Ā ∈ T
iii) si ∀n ∈ N, An ∈ T alors ∪nAn ∈ T

De�nition 7. Espace Probabilisable

1. Un espace probabilisable est un couple (Ω, T ) constitué de l'univers des possibles
Ω muni d'une tribu T

2. Les espaces étudiés seront tous probabilisables

3. Dans la modélisation des phénomènes aléatoires, lorsque Ω est un ensemble �ni ou
dénombrable, la tribu considérée est la tribu, notée P(Ω), de toutes les parties de
Ω.

De�nition 8. Probabilité
Soit (Ω,A), avec Ω un espace, A une tribu sur Ω.
On appelle probabilité sur (Ω,A) une application de A dans [0, 1] qui véri�e les conditions
suivantes :

i) P (Ω) = 1

ii) Pour toute suite (An)n∈N d'événements de A deux à deux disjoints :

P (∪n∈NAn) =
∑
n∈N

P (An) =
+∞∑

1

P (An)

P est dite σ-additive.

Propriété 1.

i) P (∅) = 0

ii) P (Ā) = 1− P (A)

iii) (A,B) étant une partition de Ω, alors

P (A ∪B) = P (A) + P (B)

iv) Inégalité de Poincaré

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B)

v) Si A ⊆ B alors
P (A) ≤ P (B)

Exemple 8. Démontrer les propriétés ci-dessus.
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4.2.2 Probabilités sur une ensemble �ni

De�nition 9. Probabilité sur un ensemble �ni

Soit Ω un ensemble �ni, soit A ∈ P(Ω).
La donnée d'un ensemble {p(ω) ω ∈ Ω} véri�ant

i) ∀ω ∈ Ω p(ω) ≥ 0

ii)
∑
ω∈Ω

p(ω) = 1

va permettre de dé�nir une une probabilité sur Ω :

∀A ∈ P(Ω), P (A) =
∑
ω∈A

p(ω)

Exemple 9. Dé truqué
On lance un dé cubique truqué dont les faces sont numérotées de 1 à 6. On note pi la
probabilité de l'événement "le résultat du lancer est i" pour 1 ≤ i ≤ 6.

1) Calculer p1, p2, p3, p4, p5, p6 sachant que p2 = p4, p4 = p6, p1 = p3, p3 = p5,
p6 = 2p5.

2) Calculer la probabilité de chacun des événements suivants : -obtenir un résultat pair
-obtenir un résultat impair.

4.2.3 Probabilité Uniforme

De�nition 10. Probabilité Uniforme sur un univers Ω �ni

Dans toutes les situations où aucun événement élémentaire ne doit être distingué par
rapport aux autres, on suppose que tous les événements élémentaires sont équiprobables.
Sur un univers �ni Ω l'hypothèse d'équiprobabilité dé�nit une probabilité P unique dite
probabilité uniforme sur Ω donnée par :

∀A ∈ P(Ω) P (A) =
Card(A)

Card(Ω)

Exemple 10.

1. Dans le cas du lancer d'un dé non truqué, quelle est la probabilité d'obtenir un
nombre pair ?

2. Une urne contient 5 boules numérotées de 1 à 5, on pioche 2 boules dans l'urne,
quelle est la probabilité que le premier chi�re soit impair

� si le tirage est successif sans remise ?
� si le tirage est successif avec remise ?

3. On lance simultanément deux pièces de monnaie identiques. Expliciter l'univers
des possibles, Y a t'il équiprobabilité ? Comment modéliser l'expérience pour pour-
voir utiliser le théorème sur l'équiprobabilité ? En déduire la probabilité de l'évène-
ment A "on obtient au moins une fois pile".
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4.3 Probabilités Conditionnelles

Exemple 11. Exemple Introductif
On lance simultanément deux dés distincts.
Soit A l'événement : "la somme des chi�res obtenus est ≥ 10"
Soit Bk : "le chi�re du premier dé est égal à k".
Déterminer P (A), P (A/Bk)

De�nition 11. Probabilité conditionnelle
Soit (Ω,A, P ) un espace probabilisé.
Si P (B) > 0, alors

P (./B) : A 7→ P (A/B)

avec

P (A/B) =
P (A ∩B)

P (B)

Ceci est la probabilité de A sachant B.

Exemple 12.

Démontrer que la formule précédente dé�nit bien une probabilité sur l'espace Ω.

Proposition 8. Formule des Probabilités composées

Si A et B sont deux évènements de Ω tels que P (B) > 0

P (A ∩B) = P (A/B)P (B)

Généralisation de la formule : si A1, A2,...,An désignent n évènements de probabilités non
nulles alors

P (A1 ∩A2 ∩ ... ∩An) = P (A1)P (A2/A1)...P (An/A1 ∩ ... ∩An−1)

Exemple 13.

Une urne contient initialement 7 boules noires et 3 boules blanches. On tire successivement
3 boules : si on tire une noire, on l'enlève, si on tire une blanche, on la retire, et on ajoute
une noire à la place. Quelle est la probabilité de tirer 3 blanches à la suite ?

Proposition 9. Formule des probabilités totales

(Ω,A, P ) étant un espace probabilisé, 0 < P (A) < 1, alors :

P (B) = P (B/A)P (A) + P (B/Ā)P (Ā)

Plus généralement, si (An)n désigne une partition dénombrable de Ω, telle que n ≥ 1
0 < P (An) < 1 alors

P (B) =
+∞∑
n=1

P (An)P (B/An)

Exemple 14.
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1. Démontrer la formule précédente.

2. On dispose de 3 urnes U1, U2, U3 chacune contient 10 boules ; parmi elles, U1 contient
1 blanche, U2 contient 2 blanches, et U3 contient 6 blanches. On tire au hasard une
boule. Quelle est la probabilité d'obtenir une blanche ?

Proposition 10. Formule de Bayes

(Ω,A, P ) un espace de probabilités Soient A,B ∈ A et 0 < P (A) < 1 et P (B) > 0, alors

P (A/B) =
P (A ∩B)

P (B)
=

P (A)P (B/A)

P (B/A)P (A) + P (B/Ā)P (Ā)

Plus généralement, si (An)n désigne une partition dénombrable de Ω et si ∀n 0 < P (An) <
1 et P (B) > 0, alors ∀k ≥ 1 :

P (Ak/B) =
P (Ak ∩B)

P (B)
=

P (B/Ak)P (Ak)∑+∞
n=1 P (An)P (B/An)

Exemple 15.

Une maladie a�ecte une personne sur 1000. Un test sanguin détecte la maladie avec une
�abilité de 0.99 quand la maladie est e�ectivement présente, et nous obtenons un faux
positif pour 0.2% des personnes testées. Quelle est la probabilité qu'une personne soit
réellement malade quand le test est positif ?

4.4 Evenements Indépendants

De�nition 12. Indépendance de deux évènements

Soient A ∈ A et B ∈ A, on dit que A et B sont indépendants si et seulement si

P (A ∩B) = P (A)P (B)

Il ne faut pas confondre la notion d'indépendance qui porte sur les probabilités

et la notion d'ensembles disjoints ou incompatibles i.e. A ∩B = ∅

Remarque 3.

1. Si A et B sont indépendants, avec P (B) > 0 alors P (A/B) =
P (A ∩B)

P (B)
= P (A)

2. Si A et B sont indépendants, alors

Ā et B

A et B̄

Ā et B̄

sont indépendants.

De�nition 13. Evenements Indépendants

Soit (An)n une partition dénombrable de A
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(An)n sont deux à deux indépendants si et seulement si ∀i ≥ 1 ∀j ≥ 1 distinct,

P (Ai ∩Aj) = P (Ai)P (Aj)

(An)n sont mutuellement indépendants si et seulement si ∀k ≥ 2 et pour toute suite
(Ai1 , Ai2 , ..., Aik)

P (Ai1 ∩Ai2 ∩ ... ∩Aik) = P (Ai1)P (Ai2)...P (Aik)

Exemple 16.

1. Pour trois évènements A,B,C expliciter les conditions de l'indépendance deux à
deux puis de l'indépendance mutuelle.

2. Déterminer le nombre de conditions requises par l'indépendance deux à deux, puis
par l'indépendance mutuelle pour une famille d en évènements.

3. En déduire quelle propriété est la plus contraignante.
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5 TD2, TD3, TD4 et TD5

5.1 Exercice 0 : Ensembles

Soit Ω un univers et A,B et C trois évènements de Omega, traduire en terme ensem-
bliste (en utilisant uniquement les symboles d'intersection, de réunion et de passage au
complémentaire ainsi que A,B,C) les évènements suivants :

1. Seul A se réalise ;

2. A et B se réalisent, mais pas C.

3. les trois événements se réalisent ;

4. au moins l'un des trois événements se réalise ;

5. au moins deux des trois événements se réalisent ;

6. aucun ne se réalise ;

7. au plus l'un des trois se réalise ;

8. exactement deux des trois se réalisent ;

5.2 Exercice 1 : Possible ou Impossible

Soit Ω = {1, 2, 3}, peut-on dé�nir une probabilité P sur Ω de sorte que :

P ({1, 2}) = P ({2, 3}) =
1

3

5.3 Exercice 2 : Dés truqués

On dispose d'un dé pipé tel que la probabilité d'obtenir une face soit proportionnelle au
chi�re porté par cette face. On lance le dé pipé.

1. Donner un espace probabilisé modélisant l'expérience aléatoire.

2. Quelle est la probabilité d'obtenir un chi�re pair.

3. Reprendre les questions si cette fois le dé est pipé de sorte que la probabilité d'une
face paire soit le double de la probabilité d'une face impaire.

5.4 Exercice 3 : Déterminer une probabilité

Soit n un entier supérieur ou égal à 1. Déterminer une probabilité sur {1, . . . , n} telle que
la probabilité de {1, . . . , k} soit proportionnelle à k2.
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5.5 Exercice 4 : Composant

Un composant électronique dispose de deux résistances , S1 et S2 , qui ont la même
probabilité d'être utilisées. La probabilité que l'une des résistances au moins soit utilisée
est 0.9 ; celle que les deux soient utilisées vaut 0.5 . Quelle est la probabilité :

1. que la résistance S1 ne soit pas utilisée ?
2. que les deux résistances ne soient pas utilisées ?
3. que l'une des deux résistances au moins ne soit soit utilisée ?
4. qu'une seule résistance soit utilisée ?

5.6 Exercice 5 : Tirage de boules dans une urne

Une urne contient 10 boules : 7 boules rouges et 3 boules noires indiscernables au toucher.
a) On extrait simultanément 3 boules de l'urne. Quelle est la probabilité d'avoir 3

boules de la même couleur ?
b) On tire successivement 3 boules dans l'urne. Quelle est la probabilité d'avoir deux

boules rouges et une noire :
-si le tirage s'e�ectue sans remise ?
-si le tirage s'e�ectue avec remise ?

c) Une urne contient 5 boules rouges et 3 boules noires indiscernables au toucher.
L'épreuve consiste à extraire successivement et sans remise 3 boules de l'urne. Calcu-
ler la probabilité d'obtenir des boules de couleurs di�érentes (on donnera le résultat
sous forme de fractions irréductibles)

5.7 Exercice 6 : Chi�res et jetons

Combien peut on former de nombres de trois chi�res avec les chi�res 1, 2, 3, 4, 5 le même
chi�re pouvant être utilisé plusieurs fois ?
On dispose de 10 jetons : 5 jetons portent le numéro 1, 4 jetons portent le numéro 2 et 1
jeton porte le numéro 3. On tire successivement et sans remise trois jetons.

a) Quelle est la probabilité d'obtenir un nombre dont les trois chi�res sont deux à deux
di�érents ?

b) Quelle est la probabilité d'obtenir 111 ?
c) Quelle est la probabilité d'obtenir au moins un des chi�res égal à 1 ?

5.8 Exercice 7 : Jeux de cartes

Dans un jeu de cartes de 32 cartes, on prélève simultanément 4 cartes, on obtient alors une
main. On admet que les mains possibles sont équiprobables. Les familles sont les oeurs, les
carreaux, les trè�es et les piques.
Calculer la probabilité d'obtenir dans une main respectivement :

a) quatre cartes de la même famille ?
b) Une carte de chaque famille ?
c) Exactement un as ?
d) Exactement deux as ?
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e) Aucun as ?
f) Au moins un as ?
g) Deux coeurs, deux piques ?
h) Deux coeurs, un pique, un trè�e ?
i) Exactement deux coeurs et un as ?
j) Un carré, soit quatre cartes de la même valeur ?

5.9 Exercice 8 : Les Anniversaires

n étudiants sont dans un amphithéâtre.

1. Quelle est la probabilité pour qu'au moins deux étudiants soient nés le même jour ?
(sachant que n ≤ 365 et qu'on ne tient pas compte des années bisextiles)

2. Véri�er que si n ≥ 24 alors la probabilité pour qu'au moins deux étudiants soient

nés le même jour est supérieure ou égale à
1

2
. C'est ce qu'on appelle le paradoxe

des anniversaires.

5.10 Exercice 9 : Les Manteaux

10 personnes ont déposé leur manteau. Elles le reprennent par hasard. Quelle est la pro-
babilité qu'au moins huit personnes retrouvent leur manteau.

5.11 Exercice 10 : Fiabilité

Deux systèmes sont composés de la façon ci-dessous. La probabilité pour qu'un composant
soit défectueux est égal à 0,05.

1. Figure 1 : Pour des raisons de �abilité les composants A ont été triplés de telle
sorte que pour que le système fonctionne il su�t qu'au moins un des composant
fonctionne. Les système 1 est composé des trois composants placés en parallèle.
Calculer la probabilité pour que le système de la �gure 1 fonctionne.

2. Figure 2 : Le système 2 est composé du système 1 en serié avec le composant
B. Calculer la probabilité pour que le système ne fonctionne pas sachant que la
probabilité pour que B soit défectueux est égale à 0,02.

5.12 Exercice 11 : Alcootest

Un laboratoire a mis au point un alcootest. On sait que 2% des personnes contrôlées par
la police sont en état d'ébriété. Les premiers essais ont conduit aux résultats suivants :

� lorsqu'une personne est réellement en état d'ébriété, 95 fois sur 100, l'alcootest se
révèle positif

� lorsqu'une personne n'est pas réellement en état d'ébriété, 96 fois sur 100, l'alcootest
se révèle négatif

Quelle est la probabilité pour qu'une personne soit réellement en état d'ébriété lorsque
l'alcootest est positif ?
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5.13 Exercice 12 : Sur Orion

Sur Orion, les Rigolus et les Tristus cherchent à faire la paix. Heureusement il y a trois
fois plus de Rigolus que de Tristus. Pour la paix, les Rigolus sont à 60% favorables, 16%
opposés et 24% sans opinion.Pour la guerre, les Tristus sont à 68% favorables, 12% opposés
et 20% sans opinion. Vous rencontrerez un habitant d'Orion :

� a) Quelle est la probabilité qu'il soit sans opinion
� b) Si il vous répond qu'il est favorable à la paix, quelle est la probabilité qu'il soit

un Rigolus ?
� c) Si il vous répond qu'il est favorable à la guerre, quelle est la probabilité qu'il soit

un Tristus ?

5.14 Exercice 13 : Les menteurs

On considère n menteurs I1, I2, I3, ....., In. I1 reçoit l'information sous la forme "oui" ou
"non", la transmet à I2 et ainsi de suite jusqu'à In et In l'annonce au monde. Chacun
d'eux transmet ce qu'il a entendu avec la probabilité p p ∈]0, 1[, transmet le contraire avec
la probabilité 1− p, et les réponses des n personnes sont indépendantes.

1. Notons An l'évènement "la n-ième personne transmet l'information initiale". Cal-
culer la probabilité pn = P (An) ( écrire pn+1 = cpn + d).

2. Que se passe t'il quand n tend vers l'in�ni ?

5.15 Exercice 14 : Vrai/Faux

Les propositions suivantes sont elles vraies ou fausses :

1. Deux évènements indépendants sont disjoints.

2. Considérons trois évènements A, B, C,alors l'indépendance mutuelle implique l'in-
dépendance deux à deux.

3. Les évènements A et B suivants sont ils indépendants : on considère un jeu de 32
cartes, on tire au hasard une carte dans une jeu de 32 cartes, soit A :" la carte
obtenue est rouge", et B l'évènement : "la carte obtenue est une �gure".

5.16 Exercice 15 : Un curieux problème d'indépendance

On lance n fois une pièce équilibrée (avec n ≥ 2) et on considère les évènements suivants :
A :"on obtient au plus une fois pile" B : "on obtient toujours le même résultat".
Les évènements A et B sont ils indépendants ?

5.17 Exercice 16 : n Urnes

On dispose de n urnes numérotées de 1 à n avec n ≥ 2. L'urne numérotée k contient k
boules rouges et n− k boules blanches. On choisit au hasard une des n urnes puis on tire
successivement avec remise deux boules de cette urne.
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1. Quelle est la probabilité d'obtenir deux boules rouges ?

2. Même question si le tirage s'e�ectue sans remise ?

3. En déduire les limites de ces probabilités quand n tend vers l'in�ni.

4. Qu'en concluez vous ?

5.18 Exercice 17 : Le paradoxe de Monty Hall (facultatif)

On considère le jeu de stratégie suivant : un candidat se trouve face à trois portes numé-
rotées de 1 à 3, un prix a été caché derrière l'une d'elles. Le candidat se trouve devant la
porte 1. L'animateur (qui sait où se trouve le prix) ouvre une des deux portes 2 ou 3 et le
candidat constate que le prix n'y est pas. Le candidat doit-il ouvrir la porte 1 ou changer
de porte ?

1. Le candidat se trouve face à une éventualité de la forme (ω1, ω2, ω3) où ω1 est le
numéro de la porte qu'il veut ouvrir, ω2 le numéro de la porte que le présentateur
a ouvert et ω3 le numéro de la porte derrière laquelle est le prix.

Calculez la probabilité de chaque éventualité. (Pour ce faire utilisez un arbre et
introduisez les évènements suivants : Ti : le prix a été caché derrière la porte i Pi :
le présentateur ouvre la porte i Ji : le joueur ouvre la porte i.)

2. Quelle est la probabilité de gagner ?

3. Le candidat garde la porte 1. Quelle est la probabilité de gagner ?

4. Le candidat choisit systématiquement de changer de porte. Quelle est sa probabilité
de gagner ?

5. Conclure.

5.19 Exercice 18 : Marche aléatoire (facultatif)

Une particule se trouve à l'instant 0 au point d'abscisse a (a entier), sur un segment gradué
de 0 à N (on suppose donc 0 ≤ a ≤ N). A chaque instant, elle fait un bond de 1 avec la

probabilité p (0 < p <
1

2
), ou un bond de −1 avec la probabilité q = 1− p. Autrement dit,

si xn est l'abscisse de la particule à l'instant n, on a : xn+1 = xn + 1 avec la probabilité p
et xn+1 = xn − 1 avec probabilité q = 1 − p. Le processus se termine lorsque la particule
atteint une des extrémités du segment (i.e. s'il existe xn avec xn = 0 ou xn = N).

1. On suppose que l'on dispose d'une fonction alea() qui "retourne un nombre aléatoire
suivant une loi uniforme sur [0, 1]."Comment interpretez vous cette expression ?

2. Écrire un algorithme qui simule cette marche aléatoire. En particulier, cet algo-
rithme prendra en entrée l'abscisse a de départ, la longueur N du segment, et
produira en sortie un message indiquant si la marche s'arrête en 0 ou en N , et le
nombre de pas nécessaires pour que le processus s'arrête. On supposera qu'on dis-
pose d'une fonction alea() qui retourne un nombre aléatoire suivant une loi uniforme
sur [0, 1].
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3. On note ua la probabilité pour que la particule partant de a, le processus s'arrête
en 0.

(a) Que vaut u0 ? uN ?

(b) Montrer que si 0 < a < N , alors ua = pua+1 + qua−1

(c) En déduire l'expression exacte de ua.

4. On note va la probabilité pour que la particule partant de a, le processus s'arrête
en N. Reprendre les questions précédentes avec va au lieu de ua.

5. Calculer ua + va.

6. Qu'en déduisez-vous ?
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6 Cours 3,4 et 5 : Variables aléatoires discrètes

6.1 Dé�nition

De�nition 14. Soit (Ω,A, P ) un espace de probabilités,
On appelle variable aléatoire (v.a. en abrégé) discrète dé�nie sur Ω, toute application,

X : Ω → R
ω 7→ X(ω)

1. X(ω) qui est l'ensemble des valeurs prises par X, est �ni ou dénombrable.

2. ∀xi ∈ X(Ω) {ω ∈ Ω, X(ω) = xi} ∈ A. C'est l'évènement de A : X prend la valeur
xi.

6.2 Loi de probabilité

Proposition 11. On peut alors construire un espace probabilisé (Ω,P(X(Ω)), PX) en
posant :

∀A ∈ P(X(A)), PX(Ω) = P ({ω ∈ ΩX(ω) ∈ A})

On peut véri�er que c'est bien une probabilité sur P(X(Ω)) . On notera P (X ∈ A) la
probabilité PX(A) et P (X = xi) la probabilité PX({xi}). En particulier, on aura donc∑

xi∈X(Ω)

P (X = xi) = 1

De�nition 15. La probabilité ci-dessus est appelée loi de probabilité de X. Elle est
caractérisée par la donnée de P (X = xi) pour chaque xi de X(Ω).

Exemple 17. Exemple Introductif
Considérons le lancement de deux dés de couleurs di�érentes :

Ω = {(1, 1), (1, 2), ...(1, 6)...................(6, 1), (6, 2), ..., (6, 1)}

Dé�nissons
X : Ω→ R

X : (i, j) 7→ |i− j|

.
Justi�er que c'est bien une vad et déterminer sa loi de probabilité.

6.3 Variables aléatoires indépendantes

De�nition 16. Dé�nitions de v.a indépendantes
On dit que les vad X et Y sont indépendantes, si ∀x ∈ X(Ω) ∀y ∈ Y (Ω), les évènements
{X = x} et {Y = y} sont indépendants.
Les variables aléatoires discrètes X1, X2, ..., Xn sont mutuellement indépendantes si
pour tout k ∈ [|2, n|], et pour indices 1 ≤ i1 < i2 < ... < ik ≤ n, ∀xi1 ∈ Xi1 ,∀xi2 ∈
Xi2 , ...∀xik ∈ Xik les évènements {Xi1 = xi1} {Xi2 = xi2}...{Xik = xik} sont mutuelle-
ment indépendants.
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Proposition 12. Exemple fondamental
Des v.a X et Y sont indépendantes si elles se rapportent à deux expériences e�ectuées de
façon indépendante. Ainsi lorsqu'on fait plusieurs répétitions indépendantes d'une même
expérience (tirages successifs avec remise par exemple) : soit X1 le résultat du premier
essai,..., Xn le résultat du n ième essai, les v.a X1,...Xn sont indépendantes

6.4 Variables aléatoires discrètes : Lois usuelles discrètes

6.4.1 Loi de Bernoulli

De�nition 17. Loi de Bernoulli

Une épreuve de Bernoulli une expérience aléatoire qui n'a que deux issues :

1. le succès qui se produit avec la probabilité p

2. l'échec qui se produit avec la probabilité q = 1− p

La loi de Bernoulli est la loi d'une variable aléatoire qui code le résultat d'une épreuve
de Bernoulli avec 0 pour l'échec et 1 pour le succès.

X(Ω) = {0, 1}

P (X = 1) = p

P (X = 0) = 1− p

6.4.2 Loi Uniforme discrète

De�nition 18. Loi Uniforme discrète

C'est la loi qui correspond au cas où l'on a équiprobabilité.

X(Ω) = {a1, a2, ..., an} ai ∈ R i ∈ [[1, n]]

∀1 ≤ k ≤ n P (X = ak) =
1

n

Remarque : la loi de Bernoulli de paramètre
1

2
est une loi uniforme discrète.

6.4.3 Loi Binomiale

De�nition 19. Loi Binomiale
Partons d'une expérience ne comportant que deux résultats possibles qui peut donc être
modélisée par une loi de Bernoulli B(p) et répétons n fois l'expérience de façon indépen-
dante. La variable aléatoire qui compte le nombre de succès parmi ces n expériences est
appelée une loi Binomiale notée B(n, p). La loi binomiale est caractérisée par deux para-
mètres : n qui correspond au nombre de fois où l'on répète l'expérience et p qui correspond
à la probabilité de succès dans une expérience.

X(Ω) = {0, 1, ..., n}

∀k ∈ [[0, n]]P (X = k) =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k
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Exemple 18.

On dispose d'une urne avec 5 boules rouges et 15 boules noires. On tire 4 boules avec
remise à chaque tirage.Soit X la va qui compte le nombre de boules noires obtenues. Quelle
est la loi de X ?

6.4.4 Loi hypergéométrique

De�nition 20. Loi hypergéométrique

Le contexte est celui d'un tirage simultané de n individus dans une population de taille
m >> n. Une proportion p de la population possède un caractère �xé. On introduit la
va X qui correspond au nombre d'individus tirés possédant le caractère étudié. Elle est
notée : H(m,n, p)

X(Ω) = {0, 1, ..., n}

∀k ∈ X(Ω) P (X = k) =

(
mp
k

)(m(1−p)
n−k

)(
m
n

) si k ≤ mp

∀k ∈ X(Ω) P (X = k) = 0 si k > mp

Exemple 19. Sur un lot de 10 pièces d'équipement, trois pièces sont non conformes. On
tire simultanément 5 pièces, quelle est la loi du nombre de pièces non conformes ?

Exemple 20. Une urne contient 10 boules dont 7 sont blanches. On prélève 3 boules
dans l'urne et simultanément. Soit X la variable aléatoire comptant le nombre de boules
blanches. Calculer P (X = 2).

Theoreme 13. Approximation par la loi binomiale
Pour n, p, k �xés,

lim
m→+∞

(
mp
k

)(m(1−p)
n−k

)(
m
n

) =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k

En pratique, cela permet d'approcher la loi hypergéométrique par la loi binomiale plus
simple d'utilisation lorsque m est très grand.
Ceci signi�e que lorsque l'on fait un tirage e n individus, si m est grand cela ne change
presque rien que le tirage soit avec ou sans remise. On pourra donc supposer que le tirage

se fait avec remise si m >> n. En pratique dès que
n

m
< 0.1.

Exemple 21.

Sur un lot de 10000 pièces, 30% des pièces sont non conformes. On tire simultanément 5
pièces. Quelle est la loi de la va indiquant le nombre de pièces non conformes ?

6.4.5 Loi géométrique

De�nition 21. Loi géométrique _
Nous nous intéressons à une succession d'épreuves de Bernoulli, à l'issue de chacune d'elle
soit il y a un échec avec la probabilité 1 − p soit il y un succès avec la probabilité p. On
s'intéresse à l'apparition du premier succès.
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X(Ω) = N×

P (X = k) = (1− p)k−1p

X ' G(p)

6.4.6 Loi de Poisson

De�nition 22. Loi de Poisson

C'est la loi des évènements rares.

La loi de Poisson est caractérisée par un paramètre λ > 0. Elle est dé�nie par :

X(Ω) = N

P (X = k) = e−λ
λk

k!

X ' P (λ)

Remarque :
∑
k∈N

e−λ
λk

k!
= 1.

Proposition 14. Soit n ∈ N et 0 < p < 1, supposons que lorsque p =
λ

n
avec une

constante λ > 0 de sorte que quand n tend vers +∞, p tende vers 0 Alors pour tout k ∈ N,(
n

k

)
pk(1− p)n−k → e−λ

λk

k!
.

La loi de Poisson apparait donc comme une approximation de la loi binomiale quand n est
"grand" et p est "petit.

Theoreme 15. Approximation de la loi binomiale par une loi de Poisson en pratique

Si n est grand et p assez petit, on peut remplacer la loi binomiale B(n, p) par la loi de
Poisson de même espérance mathématique P(λ).
On admet souvent que cette approximation est satisfaisante lorsque n ≥ 30 et p ≤ 0.1 avec
np ≤ 10.
Mais il s'agit d'une convention, qui peut varier selon les auteurs. L'intérêt d'une telle
approximation apparait quand les calculs sont plus simples.

Exemple 22.

Par exemple, avec la loi binomiale B(100; 0.05) on a :

P (X = 4) =

(
100

4

)
(0.05)4(0.95)96 ' 0.178

et si nous l'approchons par une loi de Poisson de paramètre 5 :

P (X = 4) = e−5 54

4!
' 0.175

Avec un temps de calcul réduit, on obtient une valeur numérique très satisfaisante.
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En pratique, B(n, p) peut être approchée par P(np) si les conditions suivantes sont réali-
sées :

n ≥ 30 p ≤ 0, 1 np ≤ 10

Exemple 23.

On admet que pour un type d'équipement informatique la durée de vie moyenne exprimée
en années est de 3 ans. Calculer la probabilité pour que la durée de vie soit strictement
supérieure à 1.

Exemple 24.

L'opératrice d'un standard téléphonique reçoit en moyenne 2 appels par minute. Les appels
sont répartis au hasard dans le temps.

1. Quelle est la loi de probabilité régissant le nombre d'appels reçus en 5 minutes ?

2. Quelle est la probabilité que ce nombre d'appels dépasse 15 ?

6.5 Espérance, moments d'ordre p d'une v.a.d et variance

6.5.1 Espérance

De�nition 23. Espérance d'une v.a.d

On dit que X est intégrable si ∑
x∈X(Ω)

|x|pX(x) < +∞

L'espérance de X notée E(X) est dé�nie par :

E(X) =
∑

x∈X(Ω)

xP (X = x)

Elle correspond à la valeur moyenne

Exemple 25.

Déterminer l'espérance

1. de l'exemple introductif.

2. pour une loi de Bernoulli

3. pour une loi de Poisson

Proposition 16. Propriété de l'espérance

1. Si X = a c'est-à-dire si X(Ω) = {a} then E(X) = a

2. Si a et b sont des réels et X une variable aléatoire d'espérance E(X) alors

E(aX + b) = aE(X) + b

(L'espérance est un opérateur linéaire.)

3. E(X − E(X)) = 0, on dit que la va X − E(X) est centrée.
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6.5.2 Esperance et indépendance

Proposition 17. Esperance et indépendance

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes intégrables alors :

E(XY ) = E(X)E(Y )

Remarque 4.

L'espérance mathématique ne su�t pas à décrire une variable aléatoire discrète : en e�et
soit X la variable aléatoire mesurant le gain d'un joueur lors d'une loterie comportant 1000
numéros faisant tous gagner 5 euros, et soit Y son an analogue dans une loterie de 1000
numéros dont un seul est gagnant et fait gagner 5000 euros. Déterminer E(X) et E(Y ),
qu'en concluez vous ?

6.5.3 Moment d'ordre p

De�nition 24. Moment d'ordre p d'une v.a.d

On dit que X est de puissance p-intégrable si∑
x∈X(Ω)

|xp|pX(x) < +∞

L'espérance de Xp notée E(X), appelée moment d'ordre p est dé�nie par :

E(Xp) =
∑

x∈X(Ω)

xpP (X = x)

Par exemple, si X est de carré intégrable alors

E(X2) =
∑

x∈X(Ω)

x2P (X = x)

6.5.4 Variance

De�nition 25. Variance d'une variable aléatoire

Soit X une variable aléatoire de carré intégrable La variance de X est le nombre réel
positif donné par

V ar(X) = E[(X − E(X))2] =
∑

x∈X(Ω)

(x− E(x))2P (X = x)

On peut montrer que
V ar(X) = E(X2)− E(X)2 ≥ 0

L'écart-type, noté σ(X) est dé�ni par

σ(X) =
√
V ar(X)

30



Proposition 18. Propriétés de la Variance

Si X est de carré intégrable alors pour (a, b) ∈ R2 nous avons

V ar(aX) = a2V ar(X) V ar(X + b) = V ar(X)

6.5.5 Variance et Indépendance

Proposition 19. Variance et Indépendance

Soient X et Y deux variables aléatoires discrètes indépendantes de carré intégrable alors :

V ar(X + Y ) = V ar(X) + V ar(Y )

Exemple 26. Prouver la formule précédente.
En déduire l'expression de la variance pour une loi binomiale.

Preuve 1.

V ar(X + Y ) = E((X + Y )2) − (E(X + Y ))2 = E(X2 + 2XY + Y 2) − (E(X)2 +
2E(X)E(Y ) + E(Y )2

V ar(X + Y ) = V ar(X) + V ar(Y )

par linéarité de l'espérance et puisque E(XY ) = E(X)E(Y )

Exemple 27.

Déterminer la variance de l'exemple introductif

Remarque 5. Signi�cation concrète de la variance

Il s'agit d'une mesure de la dispersion des valeurs prises par la variable, dispersion autour de
son espérance (sa moyenne) et en tenant compte des probabilités d'apparition des valeurs.

Résumé pour les variables aléatoires discrètes
Nom Loi P (X = k) E(X) V ar(X)

Uniforme U(n)
1

n

n+ 1

2

n2 − 1

12
Bernoulli B(p) P (X = 1) = p p p(1− p)

Binomiale B(n, p)

(
n

k

)
pk(1− p)n−k np np(1− p)

Géométrique G(p) p(1− p)k−1 1

p

1− p
p2

Poisson P(p) e−λ
λk

k!
λ λ
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6.6 Fonction de répartition

De�nition 26. Fonction de répartition d'une v.a.d

Soit X une v.a.d, sa fonction de répartition est dé�nie par :

∀a ∈ R FX(a) = P (X ≤ a)

où P (X ≤ a) désigne la probabilité de {xi ∈ X(Ω) xi ≤ a}
Propriété 2. Propriétés de la fonction de répartition

La fonction de répartition d'une v.a.d X véri�e les propriétés suivantes :

1. C'est une fonction en escalier

2. Elle est continue à droite

3. lima→−∞FX(a) = 0 lima→+∞Fx(a) = 1

Remarque 6.

Si on connait la loi de X, il est facile de calculer la fonction la fonction de répartition :

F (x) =
∑

xi∈X(Ω) xi≤x

P (X = xi)

Réciproquement si on connait la fonction de répartition, il est facile de retrouver la loi.
Supposons par exemple que dans X(Ω), les xi soient rangés par ordre croissant,

F (xi) = P (X ≤ xi) = P (X ≤ xi−1 ou X = xi) = P (X ≤ xi−1 + P (X = xi) =
F (xi−1 + P (X = xi)
d'où

P (X = xi) = F (xi)− F (xi−1)

Exemple 28.

Donner la fonction de répartition de l'exemple introductif.

De�nition 27. Loi conditionnelle

Soient X et Y deux variables aléatoires discrètes prenant un nombre dénombrable de
valeurs, alors la loi conditionnelle de Y sachant (X = x) est donnée par :

∀(x, y) ∈ X(Ω)× Y (Ω) tel que P (X = x) > 0

PY/X=x(y) =
P ((X = x) ∩ (Y = y))

P (X = x)

E(Y/X = x) =
∑

y∈Y (Ω)

yPY/X=x(y)

Exemple 29.

Soient X et Y deux variables aléatoires. On suppose que X suit une loi de Poisson de
paramètre λ et que la loi de Y conditionnée par (X = n) est la loi binomiale de paramètres
n et p. Quelle est la loi de Y ?
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6.7 Fonction caractéristique

De�nition 28.

On appelle fonction caractéristique d'une variable aléatoire discrète X :

∀t ∈ R φX(t) = E(eitX) =
∑

k∈X(Ω)

P (X = k)eitk

Propriété 3. Propriétés de la fonction caractéristique

1. φX caractérise la loi de X ce qui veut dire que si φX = φY alors X et Y ont même
loi

2. ∀n ≥ 1, si E[|X|n] < +∞ alors φX est dérivable jusqu'à l'ordre n et ∀1 ≤ k ≤ n

φ
(k)
X (t) = ikE[XkeitX ]

φ(k)(0) = ikE[Xk]

Proposition 20. Fonctions caractéristiques usuelles

1. Pour la Loi de Bernoulli

X ' B(p)

φX(t) = 1− p+ peit

2. Loi Binomiale

X ' B(n, p)

φX(t) = (1− p+ peit)n

3. Pour la Loi de Poisson

X ' P(λ)

φX(t) = eλ(eit−1)

4. Pour la loi géométrique

X ' G(p)

φX(t) = peit
1

1− (1− p)eit

Exemple 30.

1. Déterminer l'expression de la fonction caractéristique pour une loi binomiale

2. En utilisant cette expression, retrouver la formule de l'espérance et de la variance
de X.
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6.8 Fonction Génératrice

De�nition 29.

Soit X une v.a discrète dé�nie sur Ω à valeurs dans N. On appelle fonction génératrice

associée à X la fonction GX dé�nie par lorsqu'elle existe :

GX(s) = E[sX ] =

+∞∑
n=0

snP (X = n)

Propriété 4. Propriétés de la fonction génératrice

1. GX est une série entière de rayon de convergence R ≥ 1. GX est bien dé�nie sur
[−1, 1].

2. GX est une fonction continue sur [−1, 1] et in�niment dérivable sur ]− 1, 1[.

3. GX caractérise la loi de X : deux variables aléatoires ayant même fonction généra-
trice ont même loi. En particulier :

P (X = n) =
1

n!
G

(n)
X (0)

.

4. ∀k ≥ 1, E(Xk) est �nie si et seulement si Gx admet une dérivée d'ordre k au point
1. Dans ce cas

G
(k)
X (1) = E[X(X − 1)...(X − k + 1)]

En particulier,
G
′
X(1) = E(X)

G
′′
X(1) = E(X(X − 1)) = E(X2)− E(X)

V ar(X) = G
′′
X(1) +G

′
X(1)(1−G′X(X))

.

Proposition 21. Fonctions génératrices usuelles

1. Loi de Bernoulli

Pour X ' B(p) alors n ≥ 2 P (X = n) = 0 donc X est bornée et R = +∞ et

∀s ∈ R G(s) = 1− p+ sp

2. Loi Binomiale

Pour X ' B(n, p) alors X est bornée et R = +∞ et

∀s ∈ R G(s) = (1− p+ sp)n
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3. Loi de Poisson

Pour X ' P (λ) alors X est bornée et R = +∞ et

∀s ∈ R G(s) =

∞∑
n=0

sn
e−λλn

n!

G(s) = e−λ
∞∑
n=0

sn
λn

n!
= e−λesλ

G(s) = eλ(s−1)

4. Loi géométrique

Si X ' G(p) alors R 6= +∞ et

∀s ∈ R G(s) =
ps

1− qs
avec q = 1− p et |s| < 1

p

Proposition 22.

Si X et Y sont des variables aléatoires discrètes indépendantes X : Ω ↔ N et Y : Ω ↔ N
alors :

∀s ∈ [−1, 1] GX+Y (s) = GX(s).GY (s)

Remarque 7.

L'un des principaux intérêt de la fonction génératrice est qu'elle permet très facilement de
caractériser la loi de la somme de variables aléatoires entières indépendantes.

Exemple 31.

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant respectivement une loi de
Poisson de paramètre λ > 0 et de paramètre µ > 0, déterminer la loi de X + Y .

Proposition 23.

Soit (Xi) une suite de variables aléatoires discrètes indépendantes et identiquement dis-
tribuées et N une variable aléatoire entière indépendante de la suite. On pose : S =
X1 +X2 + ...+XN si N ∈ N S = 0 si N = 0
alors

GS(s) = GN (GX1(s))

Démonstration.

La somme S est doublement aléatoire car les Xi sont aléatoires mais l'indice terminal de
sommationN est aussi aléatoire. Pour e�ectuer le calcul, on va donc décomposer l'espérance
donnant la fonction génératrice de S sur les valeurs prises par cet indice en remarquant
que

∑
n∈N

1(N=n) = 1 puis utiliser les propriétés d'indépendance entre les di�érentes variables

aléatoires. Ainsi
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GS(s) = E(
∑
n∈N

1(N=n)s
S) = P (N = 0) +

∑
n∈N×

E(
∑
n∈N

1(N=n)

n∏
i=1

sXi)

GS(s) =
∑
n∈N

P (N = n)gX1(s)n = GN (GX1(s))

Exemple 32.

Supposons que le nombre d'oeufs pondus par une poule soit une variable aléatoireN suivant
une loi de Poisson de paramètre λ > 0, notons K = X1 +X2 + ...+XN la variable aléatoire
donnant le nombre de poussins obtenus où Xi = 1 si il y a éclosion de l'oeuf et 0 sinon.
Déterminer la loi de K
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6.9 Table de Poisson

 Table de la loi de Poisson .  
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7 TD6, TD7 ,TD8 et TD9

7.1 Exercice 1 : Une variable aléatoire

Une v.a X peut prendre l'une des trois valeurs 0 ou 1 ou 2 avec des probabilités positives

ou nulles. Déterminer la loi de probabilité de X sachant que E(X) =
3

2
et V ar(X) =

1

4

7.2 Exercice 2 : Le Jeu

Monsieur Dupont propose le jeu suivant à Monsieur Durand : un sac contient n boules
noires (n entier naturel supérieur ou égal à 1 et une boule blanche. Monsieur Durand tire
une boule au hasard (les tirages sont équiprobables) note sa couleur, la remet dans le sac,
puis tire au hasard une nouvelle boule. Les deux tirages sont supposés indépendants. Si les
deux boules tirées sont noires, Monsieur Dupont verse 1 euro à Monsieur Durand. Si les
deux boules tirées sont blanches, Monsieur Dupont verse 10 euros à Monsieur Durand. Si
les deux boules tirées sont de couleurs di�érentes, Monsieur Durand doit donner 3.5 euros
à Monsieur Dupont. Soit X la variable aléatoire qui à chaque tirage de deux boules associe
le gain de Monsieur Durand.

1. Détermine la loi de probabilité de X ainsi que son espérance mathématique et sa
variance.

2. Pour quelles valeurs de n le jeu est il équitable (c'est à dire E(X) = 0) ?

3. Pour quelles valeurs de n le jeu risque t'il de rapporter le plus d'argent à Monsieur
Dupont ?

7.3 Exercice 3 : Production annuelle

Un atelier doit assurer une production journalière donnée et constante. La probabilité qu'il
l'atteigne e�ectivement est p = 0, 995 Soit X la variable aléatoire dé�nie par � le nombre
de jours sur une année où la production n'est pas atteinte � On considère que l'année
comporte 230 jours ouvrables

1. Déterminer la loi de X et ses paramètres

2. Calculer la probabilité pour qu'il n'y ait pas plus de 4 jours dans l'année à produc-
tion non atteinte. Peut-on s'engager auprès d'un client à assurer au minimum 226
livraisons au risque de 1% ?

3. Quel est le nombre annuel moyen à production insu�sante ?
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7.4 Exercice 4 : Logistique

Un chef d'entreprise, pour éviter l'attente des camions venant livrer, envisage, si cela se
montre nécessaire, de construire de nouveaux postes de déchargement. Il y en a actuel-
lement cinq. On considère, pour simpli�er l'étude, qu'à la �n de la journée on a réussi à
décharger tous les camions,. On admet que la variable aléatoire X qui, à un jour tiré au
hasard dans les jours ouvrables d'une année, associe le nombre de camions venant livrer
ce jour-là, suit la loi de Poisson de paramètre λ = 4.

1. Quelle est, à 0,001 près, la probabilité de n'avoir aucun camion en attente ?

2. Combien faudrait-il de postes de déchargement pour que la probabilité de n'avoir
aucun camion en attente soit supérieure à 0,95 ?

3. On prévoit, pour les années à venir, un doublement de la fréquence des livraisons.
Quel sera le paramètre de la loi de Poisson ?

7.5 Exercice 5 : Un dé cubique

Sur un dé cubique, l'une des faces numérotées 1, n faces sont numérotées 2 et les faces
restantes sont numérotées 3. Les faces d'un second dé cubique sont numérotées 1, 2, 2, 3, 4, 4.
Les deux dés sont lancés simultanément et leurs faces ont la même probabilité de sortir en
position supérieure. Soit X la variable aléatoire qui à chaque lancer associe la somme des
points marqués sur les faces supérieures.

1. Déterminer n pour que la probabilité de l'évènement (X = 6) soit égale
7

36
2. On choisit maintenant n = 2. Donner la loi de probabilité de X.

3. On lance les deux dés précédents quatre fois. Calculer la probabilité de l'évènement
"(X = 3) est réalisé trois fois "

4. On lance maintenant les deux dés k fois et soit qk la probabilité de l'évènement
"(X = 3) est réalisé k fois " Déterminer la plus petite valeur de k pour avoir
qk ≤ 0.01.

7.6 Exercice 6 : Jus d'Orange

Un distributeur automatique élabore du jus d'orange en mélangeant de l'eau et du concentré
d'orange. Une enquête a montré que la variable aléatoire Z qui, à toute période de 30 jours
associe le nombre de pannes mécaniques du distributeur, suit la loi de Poisson telle que :
P (Z = 1) = 6 ∗ P (Z = 3).

1. Calculer le paramètre de cette loi de Poisson.

2. Déterminer la probabilité qu'il y ait au moins deux mises hors service du distribu-
teur, en un mois de 30 jours, par défaillance mécanique du distributeur.
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7.7 Exercice 7 : Tiges

Une entreprise fabrique des tiges en plastique pour du matériel informatique, de longueur
théorique 100 millimètres.
Dans un lot de ce type de tiges, 2% de tiges ne sont pas conformes. On prélève n tiges
de ce lot pour véri�cation de longueur, le lot est su�samment important pour asimiler ce
prélèvement à un tirage avec remise. Soit Y la variable aléatoire, qui à tout prélèvement
de n tiges, associe le nombre de tiges non conformes.

1. On prendra pour cette question n = 50

(a) Donner la loi de Y .

(b) CalculerP (Y = 3)

2. On prendra ici n = 100, en utilisant une approximation que l'on justi�era, calculer
la probabilité d'avoir au plus 4 tiges non conformes.

7.8 Exercice 8 : Réacteurs

On admet que, pour un avion à réacteurs, le risque de panne de l'un des réacteurs en vol
est indépendante de l'état des autres réacteurs et qu'elle est la même pour chacun d'eux :
égale à q = 1 − p où q ∈]0, 1[. On admet aussi que l'avion peut poursuivre son vol si au
moins la moitié des réacteurs sont en état de fonctionnement.
Comparer la �abilité o�erte par un avion biréacteur et un avion quadriréacteur en fonction
de p.

7.9 Exercice 9 : Veilleur de Nuit

Un veilleur de nuit doit ouvrir 12 portes avec 12 clés di�érentes mais non discernables.

1. Déterminer la probabilité qu'il ouvre la première porte au premier essai ?

Puis au deuxième essai, sachant qu'à chaque fois qu'il choisit une clé, il ne la remet
pas dans le trousseau si elle ne convient pas ?

2. En déduire la probabilité pour qu'il ouvre la première porte au k-ième essai sachant
qu'à chaque fois qu'il choisit une clé, il ne la remet pas dans le trousseau si elle ne
convient pas.

3. Le nombre total d'essais e�ectués pour la première porte dé�nit une variable aléa-
toire X1 dont on demande de déterminer la distribution de probabilités, l'espérance
mathématique.

4. Que faudrait il modi�er dans l'énoncé pour que X1 suive une loi géométrique. Pré-
ciser alors son paramètre et déterminer son espérance dans ce cas.

Pour chaque porte, le processus recommencera comme pour la première porte, mais avec
seulement les clés restantes.
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7.10 Exercice 10 : Appels en retard et service de dépannage

Le service de dépannage d'un grand magasin dispose d'équipes intervenant sur appel de
la clientèle. Pour des causes diverses, les interventions ont parfois lieu avec du retard. On
admet que les appels se produisent indépendamment les uns des autres, et que, pour chaque
appel, la probabilité d'un retard est de 0,25. Un client appelle le service à 4 reprises. On
désigne par X la variable aléatoire prenant pour valeurs le nombre de fois où ce client a
dû subir un retard.

1. Déterminer la loi de probabilité de X, son espérance, sa variance.

2. Calculer la probabilité de l'événement : "Le client a au moins subi un retard".

Le nombre d'appels reçus par jour est une variable aléatoire Y qui suit une loi de
Poisson de paramètre m. On note Z le nombre d'appels traités en retard.

3. Exprimer la probabilité conditionnelle de Z = k sachant que Y = n. (On distinguera
les cas 0 ≤ k ≤ n et k > n et reconnaitra une loi de probabilité usuelle)

4. En déduire la probabilité de ”Z = k et Y = n”.

5. Déterminer la loi de Z à l'aide de la formule des probabilités totales. On trouvera
que Z suit une loi de Poisson de paramètre m× 0, 25.

6. En 2020, le standard a reçu une succession d'appels. On note U le premier appel
reçu en retard. Quelle est la loi de U ? Quelle est son espérance ?

7.11 Exercice 11 : Loi Géométrique et absence de mémoire

Soit X suit une variable aléatoire discrète à valeurs dans N. On dit que X est sans mémoire
si pour tous m et n entiers naturels si :

1. P (X > n) > 0

2. ∀n ∈ N ∀m ∈ N P (X > m+ n/X > n) = P (X > m)

1. Démontrer que la propriété ii) ci-dessus est équivalente à

P (X > m+ n) = P (X > n)P (X > m)

.

2. On suppose que Y suit une loi géométrique.

� Déterminer P (Y > n).
� Démontrer que Y est sans mémoire. Interpréter ce résultat.

3. Réciproquement considérons X une variable aléatoire discrète sans mémoire.

� En appliquant la propriété ii) à des valeurs particulières de m et n démontrer
que P (X) > 0) = 1.

� En appliquant la propriété ii) à des valeurs particulières de 1 et n démontrer
qu'il existe p ∈]0, 1[ tel que pour tout n ∈ N on ait P (Y > n) = (1− p)n.

� En déduire que Y suit une loi géométrique.
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7.12 Exercice 12 : Autour de la loi binomiale

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant respectivement une loi de
binomiale de paramètre n et de paramètre p, déterminer la loi de X + Y .

7.13 Exercice 13 : Processus simpli�é de Galton-Watson

Nous étudions une catégorie de cellules. Chaque cellule peut soit se diviser en deux en
donnant deux cellules �lles avec la probabilité p soit disparaitre avec une probabilité q = 1−
p. (0 < p < 1). On suppose que les reproductions des di�érentes cellules sont indépendantes
et que toutes ces cellules, quel que soit leur rang de naissance suivent la loi précédente. Au
départ il n'y a qu'une cellule appelée cellule souche. Au fur et à mesure des reproductions,
apparaissent de nouvelles générations de cellules. On notera Nn le nombre de cellules
présentes à la génération n. Ainsi N0 = 1, N1 le nombre de cellules �lles de la cellule
originelle et ainsi de suite. On notera Xn,k le nombre de cellules �lles de la cellule numéro
k de la (n − 1) ème génération. Ainsi : N1 = X1,1 N2 = X2,1 + ... + X2,N1 Nn = Xn,1 +
...+Xn,Nn−1 Nn+1 = Xn+1,1 + ...+Xn+1,Nn

1. Donner la loi de Xn,k et sa fonction génératrice.

2. Déterminer la fonction génératrice GN1 de N1, on la notera G par la suite.

3. Montrer que ∀x ∈ [−1, 1], la fonction génératrice de Nn+1 et celle de Nn notées
respectivement GXn+1 et GXn satisfont GNn+1(s) = GNn(G(s)) = G(GNn(s)).

4. Montrer par récurrence que E(Nn) = (2p)n. On pourra à cet e�et dériver la relation
précédente et l'appliquer à une valeur particulière de s.

5. On va s'intéresser ici au comportement de la suite dé�nie par un = P (Nn = 0) (pro-
babilité d'extinction à la nième génération) et à sa limite (probabilité d'extinction).

(a) Déterminer une relation de récurrence entre un et un+1. On exprimera à cet e�et
un en fonction de G.

(b) Étudier la suite (un) dans le cas où p ≤ 1

2
puis déterminer la probabilité d'ex-

tinction dans ce cas particulier.
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8 Cours 6 et 8 : Variables aléatoires continues

Exemple 33. Jusqu'à présent, les variables aléatoires étudiées prenaient des valeurs isolées
(nombre de voitures vendues, face obtenue après le lancer d'un dé...)
Or dans les domaines économiques et industriels, nous sommes amenés à étudier des va-
riables aléatoires prenant au moins théoriquement n'importe quelle valeur de R ou dans
un intervalle de R.

Exemple 34. Par exemple considérons la variable aléatoire X mesurant la durée de bon
fonctionnement en jours d'un équipement particulier fabriqué en grande série.
Pour une telle variable aléatoire, les évènements intéressants ne sont pas du type ”X = 400”
ou ”X = 271, 5” mais plutôt ”X ≤ 400” ou ”400 ≤ X ≤ 1200”.

8.1 Loi de probabilité et densité de probabilité

8.1.1 Loi de probabilité

De�nition 30. Loi de probabilité

(Ω,A, P ) étant un espace de probabilités, X : Ω → R une v.a. réelle, on appelle loi de
probabilité associée à X, la donnée de pX :

pX [a, b] = P (a ≤ X ≤ b)

8.1.2 Densité de probabilité

De�nition 31. Densité de probabilité d'une v.a.c

Nous dirons qu'une fonction f est une densité de probabilité si :

1. ∀x ∈ R f ≥ 0

2. f est continue sauf en un nombre �ni de points

3. on a toujours
∫
R
f(x)dx = 1

8.2 Variable aléatoire à densité

De�nition 32. Variable aléatoire à densité
On dit qu'une va est une variable aléatoire à densité ou encore absolument conti-

nue, notée v.a.c, s'il existe une densité de probabilité f telle que pour tout intervalle I de
R on ait :

P (X ∈ I) =

∫
I
f(x)dx

Ainsi si X étant une vac, sa loi de probabilité s'exprime par :

∀[a, b] ∈ R, P (a ≤ X ≤ b) =

∫ b

a
fX(x)dx

;avec fX la densité de probabilité associée à X.
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Remarque 8. 1.
P (a < X < b) = P (a ≤ X ≤ b)

2.
∀a P (X = a) = 0

donc X ne charge que les intervalles.

Exemple 35. Montrer que la fonction dé�nie par :

f(x) = 0 si x < 0

f(x) = 0.002e−0,002x si x ≥ 0

est bien une densité de probabilité. La variable aléatoire associée X mesure par exemple
la durée de bon fonctionnement d'un équipement particulier.

Exemple 36. Déterminer la valeur de c réel pour que la fonction suivante soit une densité
de probabilité : soient a et b des réels tels que a < b f(x) = c x ∈ [a, b] et f(x) = 0 sinon.

Utilisation de la densité de probabilités

1. Elle permet, comme nous venons de le voir, de calculer des probabilités.

2. Elle permet également de déterminer l'espérance et la variance.

8.3 Variables aléatoires indépendantes

De�nition 33. Variables aléatoires indépendantes
Les variables aléatoires à densité X et Y sont indépendantes si pour tout intervalle I

de R et tout intervalle J de R, on a P (X ∈ I, Y ∈ J) = P (X ∈ I)P (Y ∈ J)
Les variables aléatoires à densité X1, X2, ..., Xn sont mutuellement indépendantes,

si pour tout k ∈ [|2, n|] et pour tous indices 1 ≤ i1 < i2 < ... < ik ≤ in et pour tout
intervalle Ji1 ∈ R, pour tout intervalle Ji2 ∈ R, ..., pour tout intervalle Jik ∈ R, on a

P (Xi1 ∈ Ji1 , Xi2 ∈ Ji2 , ..., Xik ∈ Jik) = P (Xi1 ∈ Ji1)P (Xi2 ∈ Ji2)...P (Xik ∈ Jik)

Remarque 9. Comme dans le cas discret, si les v.a X et Y se rapportent à deux expériences
aléatoires e�ectuées de façon indépendante, alors elle sont indépendantes.

8.4 Variables aléatoires à densité : lois usuelles

8.4.1 Loi Uniforme

De�nition 34. Lois usuelles : Loi Uniforme
a < b, X suit une loi Uniforme sur [a, b] : X ' U(a, b] si

fX(x) =
1

b− a
1[a,b]
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8.4.2 Loi Exponentielle

De�nition 35. Lois usuelles : Loi Exponentielle
La loi exponentielle est utilisée pour modéliser la durée de vie d'un phénomène sans mé-
moire, ou sans vieillissement, ou sans usure.

λ > 0, X suit la loi exponentielle de paramètre λ X ' E(λ) si

fX(x) = λe−λx1x≥0

Propriété 5. Propriété d'absence de mémoire
Si X ∼ E , alors

∀s > 0 t > 0 P (X > t+ s/X > t) = P (X > s)

Remarque 10. Nous montrerons en td que seule la loi exponentielle (parmi les lois abso-
lument continues) possède cette propriété.

8.4.3 Loi Normale

De�nition 36. Lois usuelles : Loi Normale
La loi normale est une loi fondamental en Probabilités et Statistiques , clef de voute des
statistiques inférentielles.
m ∈ R et σ > 0, X suit la loi Normale de paramètres m et σ : X ' N(m,σ) si sa densité
est

fX(x) =
1

σ
√

2π
e−

(x−m)2

2σ2

De�nition 37. Loi normale centrée réduite
Lorsque m = 0 et σ = 1, on parle d'une loi normale centrée réduite notée N(0, 1)

Propriété 6. Propriétés de la loi Normale

1. Propriété fondamentale :

X ' N(m,σ)⇔ X −m
σ

' N(0, 1)

2. Si X suit N(m,σ) alors Y = aX + b suit N(am+ b, |a|σ)

3. Si X suit N(m,σ1), si Y suit N(m,σ2) et si X et Y sont indépendantes alors X+Y

suit N(m1 +m2,
√
σ2

1 + σ2
2)

Exemple 37. Lecture directe et indirecte de la table de la loi normale
Représenter graphiquement la fonction de répartition d'une loi normale centrée réduite.
Illustrer les propriétés graphiques suivantes : (Π désignant la fonction de répartition de la
loi normale centrée réduite)

� P (t1 ≤ Z ≤ t2) = Π(t2)−Π(t1)
� P (−h ≤ Z ≤ h) = 2Π(h)− 1
� Π(−h) = 1−Π(h)
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Exemple 38. Lecture directe de la table de la loi normale centrée réduite
Pour Z ' N(0, 1) déterminer par lecture de la table :

P (Z ≤ 1, 67)

P (Z ≥ 1, 25)

P (Z ≤ −1, 67)

P (−2 ≤ Z ≤ 2)

Exemple 39. Lecture Inverse de la table de la loi normale centrée réduite
Déterminer h tel que

Π(h) = 0, 94

,

Π(h) = 0, 06

Exemple 40. Loi Normale et Loi Normale Centrée Réduite
Pour X ' N(4, 2), déterminer P (X ≤ 6)

Pour X ' N(3, 1.5), déterminer y pour que P (X ≤ y) = 0, 4218

Theoreme 24. Théorème de Moivre-Laplace
Soit X une variable aléatoire qui suit la loi binomiale de paramètres n et p. Pour n assez
grand et p pas trop voisin de 0 et 1, X suit à peu près la loi normale de paramètres np et√
npq, de même espérance mathématique et de même écart-type.

Remarque 11. Correction de continuité
Si X suit B(n, p), pour trouver une approximation de P (X = k) avec k ∈ N, on ne peut
utiliser directement la loi normale car on trouverait 0. Pour corriger ceci on remarque que
P (X = k) = P (k − 0.5 ≤ X ≤ k + 0.5) et on détermine cette dernière probabilité à l'aide
de la loi normale.
Si k1 et k2 sont deux entiers compris entre 0 et n, les intervalles ]k1, k2[ et [k1, k2] n'ont pas
la même probabilité pour la loi binomiale, alors qu'ils ont la même probabilité pour la loi
normale. Cela s'explique par la fait qu'on approche une loi discrète par une loi continue.
On peut corriger cette di�érence en remplaçant

1. ]k1, k2[ par [k1 + 0.5, k2 − 0.5]

2. [k1, k2] par [k1 − 0.5, k2 + 0.5]

Exemple 41. Dans un certain type de graines, la probabilité de germination est de 0, 8.
Une personne sème 400 graines. Calculer la probabilité qu'au moins 300 graines germent.
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8.5 Esperance et moments d'ordre p

8.5.1 Esperance

De�nition 38. Espérance

On dit que X est intégrable si
∫
R
|x|fX(x)dx < +∞

L'espérance de X est alors donnée par :

E(X) =

∫
R
xfX(x)dx

Exemple 42.

Calculer et interpréter l'espérance dans notre exemple.
Déterminer l'espérance d'une loi uniforme continue et pour une loi exponentielle.

Proposition 25. Esperance de la loi normale (admis)

X ' N(m,σ) E(X) = m V ar(X) = σ2

Propriété 7. Propriétés de l'espérance
Les propriétés restent les mêmes que dans le cas discret, sous réserve de convergence des
intégrales :

1. Si X = a c'est-à-dire si X(Ω) = {a} alors E(X) = a

2. Si a et b sont des réels et X une variable aléatoire d'espérance E(X) alors

E(aX + b) = aE(X) + b

(L'espérance est un opérateur linéaire.)

3. E(X − E(X)) = 0, on dit que la va X − E(X) est centrée.

8.5.2 Esperance et indépendance

Proposition 26. Esperance et indépendance
Soient X et Y deux variables aléatoires à densité indépendantes intégrables alors :

E(XY ) = E(X)E(Y )

Remarque 12. Comme pour les variables aléatoires discrètes, l'espérance ne su�t pas à
caractériser une variable aléatoire.

8.5.3 Variance

De�nition 39. Variance

Soit p ≥ 1, on dit que X est p intégrable si
∫
R
|x|pfX(x)dx < +∞

Si X est de carré intégrable, la variance de X est le nombre réel positif donné par

V ar(X) = E[(X − E(X))2] = E(X2)− E(X)2
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avec

E(X2) =

∫
R
x2fX(x)dx

Exemple 43.

Déterminer la variance d'une loi uniforme continue.

Propriété 8. Propriétés de la variance

Sous réserve des convergences des intégrales, nous obtenons comme dans le cas discret :
Si X est de carré intégrable alors pour (a, b) ∈ R2 nous avons

V ar(aX) = a2V ar(X) V ar(X + b) = V ar(X)

8.5.4 Variance et Indépendance

Proposition 27. Variance et Indépendance
Soient X et Y deux variables aléatoires à densité indépendantes de carré intégrable alors :

V ar(X + Y ) = V ar(X) + V ar(Y )

8.5.5 Moment d'ordre p

De�nition 40.

Soit x une v.a de densité f et φ une fonction continue de R dans R, sous réserve que
l'intégrale soit absolument convergente, on a :

E(φ(x)) =

∫
R
φ(x)f(x)dx

En particulier, sous réserve de convergence de l'intégrale, on peut dé�nir le moment

d'ordre p par :

E(Xp) =

∫
R
xpf(x)dx

8.6 Résumé

Résumé pour les variables aléatoires continues

Nom Loi P (X = k) E(X) V ar(X)

Uniforme sur [a, b] U([a, b])
1

b− a
χ[a,b]

a+ b

2

(b− a)2

12

Exponentielle E(λ) λe−λxχx≥0
1

λ

1

λ2

Normale N(m,σ)
1

σ
√

2π
e−

(x−m)2

2σ2 m σ2
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8.7 Fonction de répartition d'une v.a.c

De�nition 41. Fonction de répartition d'une v.a.c

Soit X une v.a.c, sa fonction de répartition est dé�nie par :

∀a ∈ R FX(a) = P (X ≤ a)

Propriété 9. Propriétés de la Fonction de répartition
Soit X une v.a.c de densité fX et de fonction de répartition FX

1. FX est continue

2. FX est croissante car

∀a, b ∈ Ra ≤ b FX(b)− FX(a) = P (a ≤ X ≤ b)

3.
lima→−∞FX(a) = 0 lima→+∞FX(a) = 1

∀a ∈ R FX(a) =

∫ a

−∞
fx(x)dx

4.
∀a ∈ R où fX est continue F

′
X(a) = fX(a)

Exemple 44.

1. Calculer la fonction de répartition dans notre exemple, la représenter graphique-
ment. Déterminer et représenter graphiquement P (X ≤ 400) et P (X > 1000) et
P (400 ≤ X ≤ 1000)

2. Déterminer la fonction de répartition pour une loi exponentielle.

8.8 Fonction d'une variable aléatoire

Theoreme 28. Théorème de changement de variables

Soit X une vac de densité f et h une fonction dérivable, strictement monotone et dont la
dérivée ne s'annule pas. Si Y = h(X) alors Y admet pour densité :

∀y ∈ V fY (y) = fX(h−1(y)|(h−1)
′
(y)|

(h(h−1(y)) = y

(h−1)
′
(y)h

′
(h−1(y)) = 1

(h−1)
′
(y) =

1

h′(h−1(y))

sous conditions d'existence,

∀y ∈ V fY (y) =
fX(h−1(y)

|h′(h−1(y))|
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Exemple 45.

Posons Y = aX + b.

Remarque 13.

Les conditions d'application de la proposition sont restrictives et elle n'est pas simple à
mémoriser. Il est donc plus intéressant de savoir refaire le raisonnement.
Si h n'est pas bijective, nous pouvons dans certains cas particuliers exprime fY . Par exemple
si Y = X2.

8.9 Fonction caractéristique

De�nition 42. Fonction caractéristique

On appelle fonction caractéristique d'une variable aléatoire absolument continue X la
transformée de Fourier de sa densité fX :

∀t ∈ R φX(t) = E(eitX) =

∫
R
eitXfX(x)dx

Exemple 46.

Déterminer la fonction caractéristique d'une v.a suivant une loi uniforme sur [−1, 1]

Remarque 14. Remarque pour le cas discret

Si X est une v.a discrète à valeurs dans N, sa fonction caractéristique est dé�nie par

∀t ∈ R φX(t) = E(eitX) =

+∞∑
n=0

eitnP (X = n)

Propriété 10. Propriétés de la fonction caractéristique

1. φX caractérise la loi de X ce qui veut dire que si φX = φY alors X et Y ont même
loi

2. La fonction caractéristique permet de calculer simplement les di�érents moments
de la variable X, si la dérivée d'ordre k existe :

φ(k)(0) = ikE[Xk]
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8.10 Table de la loi Normale
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9 TD10 et TD11

9.1 Exercice 1 : Densité de probabilité

Pour un certain type d'ampoules électriques, la durée de vie en heures d'une ampoule est
une variable aléatoire dont la loi de probabilité admet une densité de probabilité f dé�nie
par

f(t) = 0 si t < 0 f(t) = ate−λt si t ≥ 0

où a et λ sont des constantes strictement positives. Sachant que la durée de vie moyenne
de ces ampoules est de 1000 heures, déterminer la valeur des constantes a et λ.

9.2 Exercice 2 : Les veaux

Dans une population de veaux, la masse d'un animal pris au hasard est une variable
aléatoire X qui suit une loi normale d'espérance mathématique 500 kg et d'écart-type 40
kg. On prélève un échantillon de 80 veaux.

1. Calculer le nombre moyen de veaux pesant plus de 560 kg ?

2. pesant moins de 480 kg ?

3. ayantune masse comprise entre 450 et 550 kg ?

4. On sélectionne pour la reproduction les 15% supérieurs de l'échantillon. Á partir de
quelle masse, un animal sera t'il sélectionné ?

9.3 Exercice 3 : Durée des trajets

On suppose, dans cet exercice, que toutes les durées des trajets suivent des lois normales.

1. Une directrice quitte son domicile à 8h45 pour aller à son bureau qui ouvre à 9h.
Quelle est la probabilité qu'elle arrive en retard sachant que la durée moyenne du
trajet est de 13 min avec un écart-type égal à 3 min ?

2. Le secrétaire se rend au même bureau en utilisant le train puis l'autobus. le train
part à 8h32, le trajet durant en moyenne 16 min avec un écart-type de 2 min.
L'autobus part à 8h50 (sans attendre l'arrivée du train), le trajet durant 9 min
avec un écart-type d'1 min. Quelle est la probabilité pour que le secrétaire arrive à
l'heure ?

3. Quelle est la probabilité pour que la directrice ou la secrétaire arrive à l'heure ?

9.4 Exercice 4 : Les forets

La longueur des tiges de forets intervient dans le classement par catégories. Pour simpli�er,
on supposera par la suite, que cette longueur sera le seul critère de classement. Un foret
sera classé en catégorie extra si la longueur de sa tige est supérieur ou égale à 80 cm. Au 1
er décembre, on évalue la production à 6000 forets pour le mois. Á cette époque, les forets
classés en catégorie extra sont payés au producteur 10 euros les dix, et les autres 6 euros
seulement. La qualité de la production ayant été étudiée sur un échantillon de 100 tiges de
forets, on en conclut que la longueur des tiges coupées est une variable aléatoire qui suit
une loi normale de moyenne 92 cm et d'écart-type 8 cm.
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1. Quelle est la probabilité pour qu'un foret soit classé en catégorie extra ?

2. Quelle est l'espérance mathématique du nombre de forets qui seront classées en
catégorie extra sur les 6000 forets de la production de décembre ?

3. Déduisez en l'espérance mathématique de la recette pour le total de production de
l'atelier pendant ce mois.

9.5 Exercice 5 : Le Jeu

Arthur et Bernard décident de faire n parties de pile ou face, avec un enjeu de 1 euro
par partie. Chacun d'eux dispose de 20 euros. Le règlement aura lieu à la �n de la n-ième
partie.

1. Soit X le nombre de parties que gagnera Arthur. Á quelle double inégalité soit
satisfaire X pour que le règlement puisse s'e�ectue sans dette de l'un ou l'autre
joueur .

2. déterminer une valeur de n pour que la probabilité d'un règlement sans dette soit
au moins égale à 0.68.

9.6 Exercice 6 : Vaccination

Dans une population homogène de 20000 habitants, la probabilité pour qu'une personne
quelconque demande à être vaccinée de la grippe est de 0.4. De combien de vaccins doit
on disposer pour que la probabilité qu'on vienne à en manquer soit inférieure à 0.1 ? (On
pourra à cet e�et introduire la variable aléatoire D égale au nombre de vaccins demandés.)

9.7 Exercice 7 : Tiges

Une entreprise fabrique des tiges en plastique pour du matériel informatique, de longueur
théorique 100 millimètres.
Dans un lot de ce type de tiges, 2% de tiges ne sont pas conformes. On prélève n tiges de
ce lot pour véri�cation de longueur, le lot est su�samment important pour assimiler ce
prélèvement à un tirage avec remise. Soit Y la variable aléatoire, qui à tout prélèvement
de n tiges, associe le nombre de tiges non conformes.

1. On prendra pour cette question n = 50

(a) Donner la loi de Y .

(b) CalculerP (Y = 3)

2. On prendra ici n = 100, en utilisant une approximation par une loi continue que
l'on justi�era et en appliquant une correction de continuité calculer la probabilité
d'avoir au plus 4 tiges non conformes.
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9.8 Exercice 8 : Temps de passage en caisse

Après enquête, on estime que le temps de passage à une caisse, exprimé en unité de temps,
est une variable aléatoire T dont une densité de probabilité est donnée par la fonction f
dé�nie par :

f(x) = xe−x si x ≥ 0 f(x) = 0 sinon

1. Montrer que f est une densité.

2. Déterminer le temps moyen, de passage en caisse.

3. Un jour, trois clients A,B,C, se présentent simultanément devant deux caisses libres.
Par courtoisie, C décide de laisser passer A et B et de prendre la place du premier
d'entre eux qui aura terminé. On suppose que les variables aléatoires TA et TB
correspondant respectivement aux temps de passage en caisse de A et de B sont
indépendantes.

(a) M désignant le temps d'attente du client C, exprimer M en fonction de TA et de
TB

(b) Déterminer la fonction de répartition de la variable aléatoire M

(c) Prouver que M est une variable à densité et expliciter sa densité

9.9 Exercice 9 : Loi du chi-deux

X une var suivant une loi normale centrée réduite.
Quelle est la densité de la var X2, on dit qu'elle suit la loi du chi-deux à un degré de
liberté ?
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10 Cours 9 : Couple de variables aléatoires discrets

10.1 Loi conjointe, lois marginales

De�nition 43. Loi de Probabilité d'un vecteur
Dans ce cours, Z = (X,Y ) désigne un couple de variables aléatoires discrètes dé�nies sur
le même univers Ω :

X(Ω) = {x1, ..., xq}

Y (Ω) = {y1, ..., yp}

alors loi de probabilité associée du couple est dé�nie par

pij = P (Z = (xi, yj)) = P ((X,Y ) = (xi, yj))

pij = P ((X = xi) et (Y = yj))

il est commode de reporter ces valeurs dans un tableau.
X Y y1 y2 y3 . . . yj . yp
x1 p11 p11 . . . . p1j . p1p

x2 p21 p22 . . . . p2j . p2p

x3 p21 . . . . . p3j . p3p

. . . . . . . . . .

. . . . . . . . . .
xi pi1 . . . . . pij . pip
. . . . . . . . . .
. . . . . . . . . .
xq pq1 . . . . . pqj . pqp

Remarque 15.

En particulier ∑
i,j

pij = 1

Remarque 16. Á partir de la loi du couple, nous pouvons retrouver les lois de X et de
Y par :

P (X = xi) = pi. =

p∑
j=1

pij

P (Y = yj) = p.j =

q∑
i=1

pij

La loi pZ est appelée loi conjointe du vecteur Z (car c'est la loi de toutes les coordon-
nées), tandis que chacune des lois pX et pY des coordonnées de X et Y de Z sont appelées
lois marginales.

Exemple 47. Une urne contient 3 boules blanches et 4 boules noires. On extrait succes-
sivement sans remise deux boules de l'urne. Soit X la variable aléatoire égale à 1 si la
première boule est blanche, 0 sinon. Et soit Y la variable aléatoire égale à 1 si la deuxième
boule est blanche, 0 sinon. Déterminer la loi conjointe du couple et ses lois marginales.
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10.2 Espérance d'un vad

De�nition 44. Esperance d'un vecteur aléatoire
On dit que Z est intégrable si chacune de ses coordonnées est intégrable. L'espérance de
Z est alors donnée par :

E(Z) = (E(X), E(Y ))

. C'est le vecteur des espérances.

Exemple 48. Calculer le vecteur des espérances sur notre exemple.

10.3 Indépendance de vad

De�nition 45. Dé�nition de l'indépendance de deux vad
Les vad X et Y sont indépendantes ssi les évènements (X = xi) et (Y = yj) le sont pour
tout i et j, c'est-à-dire

∀i ∀j pij = pi.p.j

Remarque 17. Loi jointe, loi marginale

Comme on l'a vu précédemment il est facile de déterminer les lois marginales quand on
connait la loi du couple. En revanche en général il n'est pas simple connaissant les lois
marginales de retrouver la loi du couple. Le seul cas particulier favorable c'est lorsque les
variables aléatoires X et Y sont indépendantes puisque dans ce cas pij = pi.p.j

Exemple 49.

Reprenons l'exemple du début mais en faisant des tirages avec remise.

Exemple 50.

� Un joueur lance simultanément deux dés, soit X la variable aléatoire indiquant
le résultat du premier dé et soit Y la variable aléatoire indiquant le résultat du
deuxième. X et Y sont elles indépendantes ?

� Même question si X désigne la somme des dés et Y leur produit.

10.4 Opérations sur les variables aléatoires discrètes

De�nition 46. Opérations sur les variables aléatoires : Addition ou produit par un nombre
Si X est une variable aléatoire dé�nie sur Ω, P ) et a et λ des réels.
Les variables aléatoires X + a et λX sont dé�nies sur Ω par :

∀ω ∈ Ω (X + a)(ω) = X(ω) + a (λX)(ω) = λX(ω)

10.4.1 Somme et produit par un nombre

De�nition 47. Opérations sur les variables aléatoires : Addition ou produit par un nombre
Si X(Ω) = {x1, x2, ..., xq} est l'univers image de X alors, (X + a)(Ω) = {x1 + a, x2 +
a, ..., xq + a}

(λX)(Ω) = {λx1, λx2, ..., λxq}

P (X + a = xi + a) = P (X = xi) = P (λX = λxi)
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Exemple 51. Si X suit une loi de Bernoulli de paramètre p = 0.2, déterminer la loi de
3X.

De�nition 48. Opérations sur les variables aléatoires : Somme
Soit X et Y deux variables aléatoires dé�nies sur le même espace probabilisé �ni (Ω, P )
La somme Z = X + Y est la variable aléatoire dé�nie sur Ω par :

∀ω ∈ Ω (X + Y )(ω) = X(ω) + Y (ω)

L'univers image de Z = X + Y est constitué par les réels zk du type zk = xi + yj Et on a

P (Z = zk) =
∑

pij , la somme étant étendue à tous les couples (i, j) tels que zk = xi + yj

Proposition 29. Opérations sur les variables aléatoires : Somme
La loi de X + Y est déterminée par :
∀c ∈ (X + Y )(Ω)

P (X + Y = c) =
∑

x∈X(Ω)y∈Y (Ω)x+y=c

P (X = x, Y = y)

P (X + Y = c) =
∑

x∈X(Ω)

P (X = x, Y = c−X)

P (X + Y = c) =
∑

y∈Y (Ω)

P (X = c− y, Y = y)

Proposition 30. Somme et indépendance
La loi de X + Y est déterminée dans ce cas particulier par :
∀c ∈ (X + Y )(Ω)

P (X + Y = c) =
∑

x∈X(Ω)y∈Y (Ω)x+y=c

P (X = x)P (Y = y)

P (X + Y = c) =
∑

x∈X(Ω)

P (X = x)P (Y = c−X)

P (X + Y = c) =
∑

y∈Y (Ω)

P (X = c− y)P (Y = y)

Exemple 52. Déterminer la loi de S = X + Y dans l'exemple 1.

Exemple 53. Si X et Y suivent une loi de Poisson de paramètres respectifs µ et ν,
déterminer la loi de X + Y en supposant X et Y indépendantes.

Remarque 18. Remarques
Pour calculer E(X + Y ) il n'est pas nécessaire de connaitre la loi de X et la loi de Y
puisque E(X + Y )E(X) + E(Y ).
En revanche attention V ar(X + Y ) = V ar(X) + V ar(Y ) n'est vraie que si X et Y sont
des variables aléatoires indépendantes.
Il faut être vigilant sur le risque de confusion suivant : si X est une va, et X1 et X2 deux
va indépendantes et de même loi que X alors :
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E(2X) = E(X1 +X2)

mais

V ar(2X = 4V ar(X) V ar(X1 +X2) = V ar(X1) + V ar(X2) = 2V ar(X)

10.4.2 Produit

De�nition 49. Opérations sur les variables aléatoires : Produit
La variable aléatoire produit XY est la variable aléatoire dé�nie sur Ω par

∀ω ∈ Ω (XY )(Ω) = X(ω)Y (Ω)

L'univers image de T = XY est constitué par les réels tk du type tk = xiyj et on a

P (T = tk) =
∑

pij , la somme étant étendue à tous les couples (i, j) tels que tk = xiyj

Exemple 54. En reprenant l'exemple 1, déterminer la loi du produit T = XY .

10.5 Covariance, Corrélation et Indépendance

De�nition 50. De plus si Z est de carré intégrable (i.e chacune de ses composantes l'est)
, la matrice de covariance est donnée par :

Γ =

[
V ar(X) Covar(X,Y )

Covar(X,Y ) V ar(Y )

]
avec

Covar(X,Y ) = E[(X − E(X))(Y − E(Y ))]

(La matrice de variance est une matrice symétrique.)

Proposition 31. Covariance : expression simpli�ée
La covariance de X et Y a pour expression simpli�ée :

Covar(X,Y ) = E(XY )− E(X)E(Y )

Preuve 2. Preuve de l'expression simpli�ée

Covar(X,Y ) = E[XY −XE(Y )− Y E(X) + E(X)E(Y )]

= E(XY )− E(X)E(Y )− E(X)E(Y ) + E(X)E(Y )

en utilisant la linéarité de l'espérance, donc

Covar(X,Y ) = E(XY )− E(X)E(Y )

Remarque 19. En pratique
Pour calculer E(XY ) :
� on peut commencer par déterminer la loi du produitXY : ∀c ∈ (XY )(Ω) P (XY =

c) =
∑

x∈X(Ω) y∈Y (Ω),xy=c

P (X = x, Y = y)
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� soit on calcule directement E(XY ) =
∑

x∈X(Ω) y∈Y (Ω)

xyP (X = x, Y = y)

Exemple 55. Déterminer la matrice de covariance de notre exemple.

Propriété 11. Variance et Covariance
�

Covar(X,X) = V ar(X)

�
V ar(X + Y ) = V ar(X) + V ar(Y ) + 2Covar(X,Y )

�

Covar(X,Y ) =
V ar(X + Y )− V ar(X)− V ar(Y )

2

� (La Covariance est une forme bilinéaire symétrique et la forme quadratique associée
est la variance)

Preuve 3.

V ar(X + Y ) = E((X + Y )2)− (E(X + Y ))2

= E(X2 + 2XY + Y 2)− (E(X) + E(Y ))2

= E(X2) + 2E(XY ) + E(Y 2)− E(X)2 − E(Y )2 − 2E(X)E(Y )

= E(X2)− (E(X))2 + E(Y 2)− (E(Y ))2 + 2(E(XY )− E(X)E(Y ))

= V ar(X) + V ar(Y )− 2Covar(X,Y )

De�nition 51. Variables aléatoires non corrélées
X et Y sont dites non corrélées si

Covar(X,Y ) = 0

Proposition 32. Indépendance et Corrélation
Si X et Y sont des variables aléatoires indépendantes, alors

E(XY ) = E(X)E(Y )

Covar(X,Y ) = 0

V (X + Y ) = V (X) + V (Y )

Attention, ces relations peuvent être véri�ées sans que X et Y ne soient indépendantes.

Exemple 56. Contre-exemple
On tire au hasard un point dans le plan de coordonnées (X,Y ) avec

X et Y qui sont des variables aléatoires.
On suppose qu'on a le choix équiprobable entre les points (0, 1), (1, 0), (−1, 0) (0,−1).
Montrer que X et Y sont non corrélées quoique non indépendantes.
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Proposition 33. Inégalité de Schwartz

|Covar(X,Y )| ≤ σ(X)σ(Y )

De�nition 52. Coe�cient de corrélation
Le coe�cient de corrélation est dé�ni par

r =
Covar(X,Y )

σ(X)σ(Y )

� il est tjs compris entre −1 et 1
� plus il est proche des extrêmes plus les va sont corrélées.

Remarque 20. 1. Si les va X et Y sont indépendantes alors r = 0.

2. Deux variables indépendantes sont non corrélées mais la réciproque est fausse.

3. Le coe�cient de corrélation linéaire mesure la dépendance a�ne entre X et Y :
ainsi si |r| = 1 alors il existe des constantes a et b telles que Y = aX+b. Démontrer
cette propriété.
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11 TD12

11.1 Exercice 1 : Couple de vecteurs

La loi jointe du vecteur (X,Y ) est donnée ci-dessous
X Y 0 1 2 3
1 0.1 0.2 0.1 0.1
2 0.1 0.0 0.0 0.1
3 0.1 0.0 0.2 0.0

1. Donner les lois marginales de X et Y .

2. Les variables X et Y sont elles indépendantes ?

3. Calculer P (XY = 6).

4. Déterminer la covariance.

11.2 Exercice 2 : Le ski

Dans une station de ski, on peut se rendre aux départs respectifs de deux pistes A et B
par deux remontées mécaniques qui partent du même point D de la station.
Le nombre de skieurs qui se présentent en D pendant une heure est une variable aléatoire
N qui suit une loi de Poisson de paramètre λ.
On admet qu'on a atteint un régime stable tel que chacun des skieurs choisit indépendam-
ment des précédents, A ou B avec des probabilités �xes p et q = 1− p.
On note X la variable aléatoire indiquant le nombre de skieurs qui choisissent la piste A
pendant une heure, et N indiquant quant à elle le nombre de skieurs pendant une heure.

1. Déterminer la loi conjointe du couple (X,N) en calculant pour k et n entiers :
P (X = k etN = n). (Remarque : quelle condition avons nous sur les entiers n et k)

2. Déterminer la loi marginale de X en calculant, pour tout entier k P (X = k). De
quelle loi s'agit il ?

3. Calculer le nombre moyen de skieurs se présentant en une heure au départ de la
piste A.

11.3 Exercice 3 : Autour de la loi géométrique

Soient X et Y deux variables aléatoires à valeurs dans N×, telles que :

P ((X = i) ∩ (Y = j)) =
a

2i+j

pour tous i,j de N×.

1. Calculer a.

2. Déterminer les lois marginales de X et Y .

3. X et Y sont-elles indépendantes ?
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11.4 Exercice 4 : La Marguerite (facultatif)

En terminant d'e�euiller la marguerite, on compte : 1 point pour un peu, 3 points pour
beaucoup, 5 points pour passionnément, 10 points pour à la folie, 0 points pour pas du
tout. On e�euille successivement deux marguerites. Soit X la variable aléatoire égale au
nombre de points obtenu avec la première marguerite. Soit Y la variable aléatoire égale au
plus grand des deux nombres obtenus.

1. Déterminer la loi du couple (X,Y )

2. Préciser les lois marginales de X et de Y . Les variables aléatoires X et Y sont elles
indépendantes ?

3. Déterminer la distribution de Z = X + Y

4. Déterminer la distribution de T = XY

5. Calculer E(X), V (X), E(Y ), V (Y ), E(X + Y ), V (X + Y ), E(XY ), V (XY ),
Covar(X,Y ), r.

11.5 Exercice 5 : Autour de la somme

1. Démontrer l'identité suivante sur les coe�cients binomiaux appelée Identité de Van-
dermonde : (

n+m

r

)
=

r∑
k=0

(
n

k

)(
m

r − k

)
2. En déduire que Si X ' B(n, p) et Y =' B(m, p) avec X et Y indépendantes, alors

X + Y ' B(n+m, p)
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