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Espaces vectoriels normés

Soit E un espace vectoriel sur R, on note O le vecteur nul de E.

1 Normes et distances

1.1 Définitions

Définition 1. On appelle norme sur E une application de E dans R vérifiant :
1. Vx € E, N(x) > 0.
2. Vx € E, N(x) =0= x = 0.
3. V(A x) € R x E;, N(Ax) = |AIN(x).

4. V(x,y) e ExE, N(x+1y) <N(x)+ N(y).

Rappel : Si ¢ est un produit scalaire sur E, alors l'application N’ de E dans R, définie par : Vx €
E, N(x) =+/@(x,x) est une norme de E, c’est la norme associée au produit scalaire @.

Remarque 1. une norme est souvent notée || ||.
Définition 2.

1. Un espace vectoriel muni d’'une norme est appelé espace vectoriel normé.

2. Un vecteur de norme 1 est dit unitaire.

1.2 Quelques exemples de normes
1. SiE=R".

(a) La norme euclidienne notée || ||; est la norme associée au produit scalaire usuel de R" :

soit X = (X1,X2y ...y Xn) € R™, x| =

n
2
2x
i=1

(b) |l Il définie par :

n

soit x = (XI»XZ» "')Xn) c Rn) ||X||1 = Z |Xi|

i=1

est aussi une norme sur R".
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(c) Il llso définie par :
S0it X = (X1,X2, sy Xn) € R, [IX/loo = max |xi]
1<ign

est aussi une norme sur R".

Remarque 2. : si n = 1 ces 3 normes coincident avec | |.

2. SiE=¢([a,b],R) ott a,b € R.

(a) |l |l définie par :
b
VfECﬂmbLRan1=J|ﬂumt

a

est une norme sur C([a, b], R).

(b) || llso définie par :

Vf e C([(l, b]) R)) ”fHoo = ?UI? |f|
a,b

est une norme sur C([a, b], R).

Rappel : une fonction continue sur [a, b] est bornée.

3. Si E= Ml matrices m lignes et n colonnes).

R) (
Soit A = (ayj)1<i<m,1<j<n, on peut définir des normes de la fagon suivante :

(a) norml(A i i |ayl?
(b) norm2(A) = max <i !%”)
(c) norm3(A) = max (i |(11j|>

1.3 Distance

Définition 3. Soit G un ensemble non vide, on appelle distance sur G une application d de G x G dans

R telle que :
1. V(x,y) € G x G, d(x,y) >0
2. V(x,y) € G x G, d(x,y) =05 x=y
3. V(x,y) € G x G, d(x,y) = d(y,x)

4. Y(x%,y,2) € G x G x G, d(x,y) < d(x,2) + d(z,y)
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Théoréme 1. Soit (E,|| ||) un espace vectoriel normé. L’application
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d: ExE —- R
(X>U) = d(X,U):”X—yH

est une distance sur E, elle est appelée distance associée a la norme || ||.

Remarque 3. on peut définir une distance sur un ensemble qui n’a pas de structure d’espace vectoriel,
contrairement a la notion de norme.
2 Boules d’'un espace vectoriel normé

Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé et d sa distance associée.

Définition 4. Soit x € E et r un réel strictement positif.

1. On appelle boule ouverte de centre x, et de rayon r ’ensemble noté B(xo, ) :

B(xo,7) ={y € E, Ixo—yll <1} ={y € E, dxo,y) <71}

2. On appelle boule fermée de centre x, et de rayon r l’ensemble noté B(xo, 1) :

B(xo, ) ={y € E, [xo—yll <7} ={y € E, dlx0,y) <7}

Exemple 1. 1. Si E = R est muni de la norme | |, B(xo,T) =]xo — T, %0 + r[ €t B(xo, ) = [xo — T, %0 + 1]
2. Si E = R’ est muni de la norme euclidienne, B(xo, ) est le disque de centre x, et de rayon r.

Définition 5. Une partie A de E est dite bornée si :
JKeRT, V¥x € A, [[x|| <K
Exemple 2. 1. Toute boule de E est bornée.

2. Tout sous-espace vectoriel non réduit a {O¢} n’est pas borné.

3 Suites convergentes, normes équivalentes

Définition 6. Une suite (x,) d’éléments de ’espace vectoriel normé (E,|| ||) est dite convergente dans
(E,|| I]) si Ix € E tel que pl_i&l IIxp, — x|l = 0, c’est-a-dire tel que :

Ve>0, INeN,Vpe N, (p=>N)=(llx, —x|[<e)
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Théoréme 2. Soit (x,,) une suite d’éléments de I’espace vectoriel normé (E, || ||) qui converge, alors I’élément
x € E tel que HI_P IIx, — x|l = 0 est unique. Il est appelé limite de la suite (x,) et on note :
P 0
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€= Jlim
Remarque 4. 1. une suite de fonctions (f,) qui converge dans (C([a,b],R), | |l-) est dite uniformément
convergente sur [a, b]. En effet, rappel : une suite (f,) converge uniformément vers f sur [a, b] si

et seulement si :
Ve >0, INEN, V/n > N, sup|f, —f| < e

[a,b]
+o00
2. Une série de fonctions f. est normalement convergente sur [a, b] si I[frlloo €St convergente.
g g
n=0

Proposition 3. Propriétés des suites convergentes

1. Soient (x,) et (y,) deux suites d’éléments de 1'espace vectoriel normé (E, || ||) qui convergent, alors

V(e B) € RY, THm (o, + Byp) = o lim x, + B lim y,

2. Si (xp) est une suite d’éléments de I’espace vectoriel normé (E, || [[) qui converge vers x alors toute

suite extraite de (x,) converge aussi vers x.

3. Toute suite (x,) d’éléments de ’espace vectoriel normé (E, || ||) qui converge est bornée.

Définition 7. Une suite (x,) de I'espace vectoriel normé (E, || ||) qui ne converge pas est dite divergente,
ce qui peut se traduire par :

Vx€E, Je >0, VYNEN, dpc Ntelquep > Net [[x, — x| >¢

Définition 8. Soient N; et N, deux normes, on dira que N; est équivalente & N, §’il existe (o, 3) € (]Ri)2
tels que,
Vx € B, aNj(x) < Na(x) < BN;(x)

Remarque 5. si la propriété ci-dessus est vérifiée, on a aussi,

1
Vx € E, —N3(x) < Nq(x) <

B ;Nz(x)

Donc si N; est équivalente a N, alors N, est équivalente & Ny, c’est pourquoi on dit plus simplement
gue N; et N, sont équivalentes.

Exemple 3. si E = R?, soit x = (x1,%2) € R, |[xlli = [xi1] + [x2] et |Ix]loo = max(|x1], [x2]). Montrer que || ||;
et || || sont équivalentes.

Théoréme 4. Soient N; et N, deux normes sur E, alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

4
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1. N; et N, sont équivalentes.
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2. Soit (x,) une suite quelconque d’éléments de E, alors (x,) converge vers x relativement a la norme
N; si et seulement si (x,) converge vers x relativement & la norme N,.

Théoréme 5. Toutes les normes d'un espaces vectoriel de dimension finie sont équivalentes.

ATTENTION : le théoréme précédent n’est valable que dans un espace vectoriel de dimension finie.

n

Exemple 4. Soit E = R[X], on peut définir deux normes sur E de la fagon suivante : si P = Z a, X" alors

k=0
Pl =Y fa
k=0
et
IPlle = max la
On peut facilement montrer que
IPlloe < ([Pl
n
mais || ||; et || [ ne sont pas équivalentes. En effet considérons la suite de polynémes P, = Z X* alors
k=0
IIPali = n+ 1 et [[Pullc = 1 donc il n’existe pas de constante « > O (indépendante de P,,) telle que

[IPnlli < otl[Prlloo.

Remarque 6. dans un espace de dimension finie, on pourra dire qu’'une suite (x,) converge vers x, sans
préciser par rapport a quelle norme, puisque la limite de cette suite ne dépend pas de la norme utilisée.

Exemple 5. convergence dans R". Dans R" toutes les normes sont équivalentes. Une suite (Xp)pEN de
R" est convergente si et seulement si chaque suite coordonnée est convergente.
Par exemple dans R? : la suite ((xp,yp))pe]N converge dans R?* vers (x,y) si et seulement si la suite (xp)
converge vers x et la suite (y,) converge vers y.
En effet :

tim_[|(xp — Up) — (6, Y)lleo = 0

p—+o0

YEN pl_i)l;rlrloo:rnax(lx]D —xhlyp—yl) =0

& Hm [x, —x|=0et, lim [y, —yl=0

p—+o0
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4 Ensembles ouverts, ensembles fermes
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Dans tout ce paragraphe (E,|| ||) est un espace vectoriel normé et d sa distance associée.

Définition 9. Soient A une partie de E et x € A, on dit que x est un point intérieur a A s’il existe une
boule ouverte de centre x incluse dans A, c’est-a-dire si :

Jr >0, B(x,r) CA

Exemple 6. E = R” muni de la norme euclidienne, A = R" x R, alors (1,1) est un point intérieur

1
a A car par exemple B((1,1), i) C A. Par contre (1,0) n’est pas un point intérieur a A car Vr > 0,
(1,—%) € B((1,0),r) mais (1,—%) ¢ A donc Vr > 0, B((1,0),r) n’est pas inclus dans A.

Définition 10. Une partie A de E est un ouvert de E si pour tout point de A, il existe une boule ouverte
de centre x incluse dans A, autrement dit A est un ouvert de E, si tout point de A est intérieur a A ou
encore,

vx €A, dr >0, B(x,7) C A

Exemple 7. Soit E = R muni de la valeur absolue comme norme et A = [0, 1[. Alors A n’est pas un ouvert
de E car O n’est pas intérieur & A. En effet Vr > 0, | — r, r[ n’est pas inclus dans A. Par contre C =]0, 1[

1—
est un ouvert de E car Vx €]0, 1], soit r = min(%, TX), alors
X
X—T2>X— 5 >0
o ] +1
—X X
< = <1
X+T1r<Xx+ > 2

donc B(x,1) =]x — r,x + r[C C.
Proposition 6. 1. E et ( sont des ouverts de (E,|| |]).

2. Toute boule ouverte de E est un ouvert de E.

Théoréme 7. L’intersection de deux ouverts de E est un ouvert de E.

Démonstration Soient A; et A, deux ouverts de E.

1. Si A;nN A, =0 alors A; N A, est un ouvert de E.

2. Si AjN A, # 0 alors Ix € A; N A, A; est un ouvert donc Jr; > 0, B(x,17) C A7 et A, est un
ouvert donc Ir; > 0, B(x,1;) C A;. Soit r = min(ry, ;) alors,

B(x,r) C B(x,11) C A4

et
B(X) T) - B(X)TZJ C AZ

donc
B(x,1) CATNA;

6
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Remarque 7. par récurrence, on peut montrer qu’une intersection finie d’ouverts de E est un ouvert de E,
mais attention une intersection quelconque d’ouverts n’est pas forcément un ouvert. Par exemple soit

1T 1
An=]——,—[alors (] A,={0}etdonc () A, n’est pas un ouvert.
nn nE]N* ne]N*

Théoréme 8. Une réunion quelconque d’ouverts de E est un ouvert de E.
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Définition 11. Soit A une partie de E, on dit que A est un fermé de E si son complémentaire dans E est
un ouvert de E.

Exemple 8. Soit E = R muni de la valeur absolue comme norme. | — oo, 0] U [1, +ool est le complémentaire

1
de ]Oa 1 [: B(E) Z
Remarque 8. 1. E est le complémentaire de @ qui est un ouvert donc c’est un fermé, donc E est a la

fois ouvert et fermé. De méme @ est le complémentaire de E donc c’est un fermé, donc 0 est a la

fois ouvert et fermé. Ce sont les deux seules parties de E qui sont a la fois ouvertes et fermées.

) qui est un ouvert de R, donc c’est un fermé de R.

2. Une partie de E peut n’étre ni ouverte ni fermée, par exemple |0, 1] n’est ni un ouvert ni un fermé
de R.

Théoréme 9. La réunion de deux fermés de E est un fermé de E.

Démonstration Soient F; et F, deux fermés de E, alors C(F; UF,) = CF, N CF,. CF; et CF, sont des ouverts
donc CF; N CF, est un ouvert et donc F; UF, est un fermé.

Remarque 9. par récurrence, on peut montrer qu’une réunion finie de fermés de E est un fermé de E,

mais attention une réunion quelconque de fermés n’est pas forcément un fermé. Par exemple Vn € N*

1 1
soit F,, = [EJ — H]’ alors | ) F,=10,1[et donc [ J F, n’est pas un fermé.

nelN” nelN*
Proposition 10. Une partie A de E est un fermé si et seulement si pour toute suite d’éléments de A qui
converge dans E, la limite de cette suite est dans A.

Remarque 10. en pratique c’est souvent cette proposition qui est utilisée pour montrer qu’un ensemble
est fermé ou non.

Exemple 9. [0,1] est un fermé de R car, soit (x,) une suite de [0, 1] qui converge vers x. Alors Vn €
N, ngn<1:>0<ngr+n xn < 1 et donc x € [0, 1].

Proposition 11. Toute boule fermée de E est un fermé de E.

Définition 12. Soit A une partie de E, on dira que le point x € E est adhérent a A s’il existe une suite
d’éléments de A qui converge vers x.

Remarque 11. tous les points de A sont adhérents & A. En effet soit x € A, la suite constante égale a x
est une suite de points de A qui converge vers x. Par contre pour certaines parties A, on peut trouver
des points adhérents & A qui ne sont pas dans A. Exemple : dans R, 1 est adhérent a [0, 1[. En effet la

1
suite (x,) définie par Vn € N*, x,, = 1 — — est une suite de points de A qui converge vers 1.
n
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Théoréme 12. Une partie A de E est un fermé si et seulement si tout point adhérent a A est élément de
A.
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Démonstration

e Supposons que A est un fermé. Soit x un point adhérent a A, alors il existe une suite de points de
A qui converge vers x. Mais on sait que toute suite de points de A qui converge a sa limite dans
A, donc x € A. On a montré que tout point adhérent a A est élément de A.

e Réciproquement supposons que tout point de A est adhérent a A. Soit (x.) une suite de points de
A qui converge dans E vers un élément x, alors x est adhérent & A donc x € A.

Définition 13. On appelle bord de A les points adhérents a A qui ne sont pas des points intérieurs a A.
Le bord de A peut étre noté 0A.

Exemple 10. dans R le bord de l’intervalle ]0, 1] est {0, 1}. C’est aussi le bord de ’intervalle [0, 1] ou de
l'intervalle ]0, 1] et [0, 1[.

Définition 14. Une partie A d’un espace vectoriel E est un compact si et seulement si de toutes suites de
points de A on peut extraire une sous-suite convergente dans A.

Exemple 11. Les parties finies de E sont compactes.

Théoréme 13. (Bolzano-Weierstrass) On suppose que E est de dimension finie, alors A est une partie
compacte de E si et seulement si A est fermée et bornée.

ATTENTION ceci n’est plus vrai si E est de dimension infinie.

Exemple 12. les boules fermées d’un espace de dimension finie E sont des compacts de E.

5 Continuiteé

5.1 Définition, propriétés

Définition 15. On considére une application f définie sur A C E un espace vectoriel muni de la norme
|| |lg dans un espace vectoriel F muni de la norme || |[f. On dit que f admet pour limite b en a si pour
toute suite de points (x,) convergeant vers a dans (E,|| |[[¢), la suite (f(x,)) converge dans (F,|| ||f) vers
b. On notera alors : )1(1_1)12.1 f(x) =b.

Définition 16. On dit que f est continue en un point a € A si )1(13(11 f(x) = f(a), c’est-a-dire si pour toute
suite (x,) de points de A qui converge vers a dans (E,|| ||g), la suite (f(x,)) converge vers f(a) dans
(Fy I 1l)-

Définition 17. On dit que f est continue sur une partie A de E si f est continue en tout point de A.
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Notations L’ensemble des fonctions continues sur A est notée C(A,F) ou C°(A,F). Lorsque F = R on
note aussi C(A).
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Propriétés

e C(A,F) est un sous-espace vectoriel de I’ensemble des fonctions de A dans F muni de ’addition
des fonctions et de la multiplication par un scalaire.

e Siu est une application continue de A dans R et f est une application continue de A dans F, alors
la fonction uf est une application continue de A dans F.

e SiE=R"et F =R alors f: A C R" — RP est continue si et seulement si les applications
composantes f; : A C R"™ — R sont continues. Il suffit donc de savoir étudier la continuité des
fonctions de R"™ dans R pour savoir étudier la continuité des fonctions de R" dans RP.

1
e Si F =R et si f est une applications continue sur A qui ne s’annule en aucun point de A, alors 7
est une application continue sur A.

e Soit B une partie de F et (G, || ||g) un espace vectoriel normé. Si f est continue de A dans F et g
est continue F dans G et si f(A) C B, alors g o f est continue de A dans G.

Exemple 13. e Toute fonction polynémiale de n variables est une fonction continue sur R".
Par exemple, la fonction f définie par :

f: R® - R
(x1,%2) = f(x1,%x2) = 3x‘1‘xz + x12 + 27(17521 —X1X2

est continue sur R”.

e Toute fonction rationnelle f de n variables est continue sur son ensemble de définition.
Par exemple, la fonction f définie par :

f: (R =R
3xIxg + X3 + 2% — x1%2

(x1,%2) = f(x1,%2) =
X1X2

est continue sur (R*)%.

e Supposons que E et F soient deux espaces vectoriels sur R de dimension finie, et soit ¢ une
application de linéaire de E dans F, alors :

1. IKeR, Vx €k, llox)llr < Klix[e

2. @ est continue de E dans F.
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Proposition Soit une application :
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f: R"—= R
(thb ---)Xn) = f(XhXZ) "-)Xn)

Soit a = (ay, az, ..., a,) un point de R™. Vi € [1,n], on considére les applications partielles g; :

gi: R—-R
X = flay, Az, .y Qi 1y Xy Aig1y ey An)

Si f est continue sur R" alors les applications g; sont continues sur R.

Attention : la réciproque est fausse! La continuité des applications partielles n’implique pas la continuité
de la fonction f.

Exemple 14.
f: R >R
Xy )
——— 81 (x 0,0
(X,y)Hf(X,y): x2.+y2 ( »y)#( ) )
0 si (x,y) = (0,0)
f n’est pas continue en (0,0) car f n’a pas de limite en (0,0), mais les applications x — f(x,0) et
y — f(0,y) sont continues sur R car elles sont identiquement nulles.

5.2 Fonction continue sur un compact

Théoréme 14. Si f est continue sur A et si K est un compact de (E, || ||¢) inclus dans A, alors f(K) est un
compact de (F, || [|F).

Corollaire 15. Dans le cas ol F = R, on obtient le résultat suivant : soit A une partie compacte non vide
de (E,|| |lg) et f une application continue de A dans R, alors f est bornée et atteint ses bornes sur A.

Démonstration du corollaire : d’aprés le théoréme précédent, f(A) est un compact c’est-a-dire un fermé
borné de R, donc f est bornée. Le fait que ses bornes soient atteintes provient du fait que f(A) est un
fermé.

Remarque 12. le max et le min de f sur A peuvent étre atteints soit en un point intérieur a A et dans ce
cas c’est aussi un extremum local, soit sur le bord de A. Pour déterminer le max et le min de f il faudra
donc étudier les extrema locaux qui se trouvent a l'intérieur de A et faire une étude des variations de f
sur le bord de A.

6 Exercices

Exercice 1. V(x,y) € R?, on note
106, y)lh = Ixl + [yl

10
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1(x, y)ll2 = /x* +y?
(%, Y)lloo = max(|x], yl)

On rappelle que ce sont des normes sur R”.
1. Représenter les boules correspondantes B;((0,0),1), B2((0,0),1), B ((0,0),1).

2. Montrer que
104 Y)lleo < 110 y)ll2 < 106Gyl < 201(% y)lloo

3. Généraliser ces inégalités dans R".

Exercice 2. Soit E un espace vectoriel et || ||; et || ||, deux normes sur E telles que :
I <12
Montrer que Vx € E, Vr > 0, Ba(x,1) C By(x,1).

Exercice 3. Soit f,, les fonctions de C([0, 1], R) définies par :

1
falx) = —mx+1Vxe0,—]
; n
= 0Vxe€]l—,1]
n
Montrer que (f,) converge vers la fonction identiquement nulle pour la norme || ||;, mais pas pour la
norme || ||oo-
Rappel :
1
I = | IfGolax
0
[flloo = sup [f(x]]

(0,1

Exercice 4. Soit (f,) une suite de C([0, 1], R) définie par :

ne > 4+ x?

v N* V 0,11, f, =
n e N* vx e [0,1], f.(x) ——

Montrer que (f,) converge vers une fonction que l'on précisera pour la norme || ||, et pour la norme

Il M-

Exercice 5. Montrer que dans un espace vectoriel normé, 1’application norme, N, est convexe, c.a.d. :
V(x,y) € B4, Vt € [0,1], N(tx + (1T —t)y) < tN(x) + (1 —t)N(y)

Exercice 6. Soit (E,|| ||) un espace vectoriel normé et F un sous-espace vectoriel de E. On suppose qu'’il
existe a € F et r > 0 tels que B(a,r) C F. Montrer que F = E.

11
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Exercice 7. Soit (E,|| ||) un espace vectoriel normé de dimension finie. Montrer que tout sous-espace
vectoriel de E est un fermé de E.
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Exercice 8. 1. Pour chacune des parties de R suivantes, préciser si elles sont ouvertes, fermées ou bien
ni ouvertes ni fermées : [0, 1], 10, 1[, [0, 1[, [0, +ool, ]0, +ool, {0}, R\{0}.

2. Représenter graphiquement les parties suivantes de R* et préciser pour chacune d’elles si elle est
ouverte, fermée, ou bien ni ouverte ni fermée.

(a) {(x,y) e R x| # 1 ety # 1)
(b) {(x,y) € R?, [xl #2 oulyl# 1}
(c) {(x,y) €R} x>0ety=0}

(d) {(x,y) € R*, x+y>=0etx>0}

Exercice 9. Montrer que Q est une partie de R qui n’est ni ouverte ni fermée.

Exercice 10. 1. Soit I =]0, 1[. T est-elle une partie compacte de R ? Donner un exemple de suite n’ad-
mettant aucune sous-suite convergente dans I.

2. Soit ] = [0, 4o0l. ] est-elle une partie compacte de R ? Donner un exemple de suite n’admettant
aucune sous-suite convergente dans J.

Exercice 11. Les ensembles suivants sont-ils des ensembles bornés de R? :
1 {(xy) € RY, x*+y* < 1}
2. {(x,y) €R, X" +y* > 1}
3. {(x,y) e R?, x* —y> < 1}
4. {(xy) eR, X' —y? > 1}
Exercice 12. Montrer que les parties suivantes sont des compacts de R? :
1. {(xy) e R}, ¥ +y>+xy < 1}
2. {(x,y) € R*, y*> =x(1—x)}
Exercice 13. Soit f : R> — R la fonction définie par f(x,y) = x> — 3x(1 +y?)
1. Etudier les extrema locaux de f.

2. Soit D = {(x,y) € R*x*+y* < 1}. Montrer que f atteint son maximum M et son minimum m sur
D.

3. Soit (x,y) € D. Démontrer que si f(x,y) = M ou si f(x,y) = m, alors x* +y* = 1.

4. BEtudier la fonction t — f(cost,sint). En déduire m et M.
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Exercice 14. Dans cet exercice, le produit scalaire utilisé est le produit scalaire usuel de R? et la norme
est la norme euclidienne associée.
Soit C ={(x,y) e R5,0<x < 1,0<y < —2x+ 2}

2A  2023-2024

.
1. Montrer que C est un compact de R? et représenter C dans un repére orthonormé (0, ?, j).

2. Soit f définie par :
Vix,y) € R flx,y) = (x = 1)* + (y — 1)

Déterminer les points critiques de f et vérifier qu’aucun n’appartient a C.

3. Montrer que f atteint son minimum m; sur C.

4, Calculer m;. En déduire mcin \/(x —1)2+(y—1)>~

5. Soit A un compact de R* et M un point de R?, on appelle distance de M & A le nombre défini
par :
5
d(M,A) = min|| MP ||
PEA

Soit M le point de coordonnées (1,1) dans le repére (O,?, T). Déterminer d(M,C).

Exercice 15. Soit D = {(x,y) € R>,x < 0,y < 0,x +y > —3} et f la fonction définie sur D par
V(x,y) € D, f(x,y) =x*+y* —xy +x +y.

1. Représenter D.
2. Montrer que f atteint son max M et son min m sur D.
3. Déterminer m et M.

Exercice 16. 1. Soit ¢; I’endomorphisme de R? de matrice :
1 —1
3 5

vu e R, (01wl < Koo

Montrer que le plus petit K > 0 tel que :

est K= 8.

2. Soit ¢ l'endomorphisme de R", n > 1, de matrice A = (a;;)i<ij<n. Montrer que :

n
Vu € RY, [lo(w)lle < <g&>§1; !%!) oo
j=

En déduire que tout endomorphisme de R" est continu.
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3. Montrer que si @ admet A comme valeur propre, alors :

n

Al < max Z |(11j|

1<ign

NN

j=1

n
Remarque max Z lai| = norm3(A)
1<i<n 4
J:
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